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TD n° 3 - Moments multipolaires ”statiques” et emission Gamma

Les moments multipolaires permettent d’étudier I'interaction entre la distribution de charge que forme le
noyau et le champ électromagnétique. Dans ce premier TD, nous étudions simplement 1’énergie de cette distri-
bution de charge avant de voir I'interaction avec le champ dans le TD 5. Cette interaction est particulierement
importante car la spectroscopie nucléaire permet de remonter aux propriétés (spin et parité) des différents
niveaux.

Nous commencerons par raisonner en coordonnées cartésiennes et généraliserons nos conclusions dans le
cadre des coordonnées sphériques qui est en fait le cadre “naturel” de I’expression des moments multipolaires.

1 Moments multipolaires électriques d’une distribution de charges

A une distribution de charge p(7) plongée dans un champ électrique extérieur de potentiel V(7) est associée
une énergie coulombienne dont la formule générale est :

W = /p(r)V(r)d3r

C’est une situation naturelle pour un noyau ou les électrons du milieu environnant (cristal par exemple)
créent un champ électrique.

Pour expliciter ce terme d’interaction coulombienne, nous allons, en coordonnées cartésiennes, développer le
potentiel en série de Taylor au voisinage du noyau (ol on a situé 'origine du repere) :

3

V() =V + le (3_‘/) ta le K (83:783:])

On injecte cette formule dans I’énergie d’interaction ce qui permet de mettre en évidence, dans les termes
correspondant a chacun des ordres, les composantes du développement multipolaire de la distribution de charge
A1 .

— ordre 0, le monopdle électrique : ¢ = [ p(7 )37
— ordre 1, les trois composantes du dipdle : p; = fxip(r)dgr
— ordre 2, les cinq composantes indépendantes du quadrupdle : Q;; = [(3z;x; — 6; ;72)p(F)d3F

1- Montrez, en utilisant ces expressions ainsi que celle du champ électrique (F; = —%), qu’on a
- 1 oF;
W=qVo—p.E— = —2 Qi+
q-Vo —Pp 6 ZEJ: <8$7 ) ng

Pour le terme d’ordre 2, quadrupolaire, il faut utiliser le fait que la divergence du champ électrique
externe (ou le laplacien du potentiel associé¢) est nulle 2 (si on ne prend pas en compte le champ créé par
les électrons de la couche K, cf I1.2.5).

2- Expérimentalement, le moment dipolaire électrique d’un noyau est toujours nul. Comment
pouvez-vous le justifier ?

LCe sont les termes qui apparaissent lorsqu’on developpe en serle de Taylor le potentiel du champ électrique créé par la distribution
- 3 X,
de charge : ®(R f p(r) d3 =+ 1sz3+2. > Qi R51+

QSii:jzfézi(

1 a%v
i

Ti

)0) [ = p(7)d37 = 0.

, 2
‘ZE’L )0 Qi = ﬁ > (W)o [ (224 % )p(7)d3F. Le deuxiéme terme de I'intégrale se met en facteur et donne :
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2 Moment quadrupolaire électrique

On a décomposé I'énergie d’interaction de la maniere suivante : W = Wy + Wy + Ws + ..., W5 étant le terme
d’interaction quadrupolaire.

Si on choisit judicieusement notre systéme d’axes (axes principaux du gradient de champ), on élimine les
dérivées croisées et il reste :

1 82‘/ 82‘/ 82V
Wy = 6 {(W)OQTT_F (8—3/2)0ny+ (w>0sz] v

Si ensuite, pour simplifier, on se limite au cas d’un gradient de champ ayant une symétrie axiale autour de
laxe Oz, et en utilisant (AV')y = 0, on peut montrer qu’on se ramene a :

1 [0%V
W2 = Z (w)o sz (2)

Cependant, Q.. = [(32% — r?)p(7)d37 est calculé dans le systéme d’axes privilégiés du champ. Ce systeme
n’est pas, a priori, celui le plus adapté au noyau. Pour passer d’un systéme d’axe & un autre, il suffit de faire
un changement de variables dans l'intégrale. On montre alors, que pour passer d’un systéme (Oz’,Oy’,0z’) &
un systeme (Ox, Oy, Oz), ou Oz’ et Oz font un angle «, on a la relation :

_3 cos?(a)

—1
sz 2 Qz’z’ (3)

Si les axes (Ox',0y’,0z') sont les axes de symétrie du noyau, dits axes intrinséques, on appelle alors le
moment quadrupolaire dans ce repere, le moment quadrupolaire intrinseque :

—
/

Qi = [62 =T = (p() 327~ ™) @

Pour les noyaux en forme de ballon de rugby ou bien encore en forme de soucoupe, il y a toujours un axe
Oz’ intrinséque privilégié.
Pourquoi les noyaux sphériques ont-ils un moment quadrupolaire électrique nul 7

2.1 Modele simple de noyau doublement magique + 1 nucléon
Considérons un noyau doublement magique auquel on ajoute un proton. Les noyaux magiques ont tous des
moments quadrupolaires nuls, ce qu’on interprete en disant que ces noyaux sont sphériques.

1- En supposant que j (norme du moment cinétique) et m (projection de fsur Paxe Oz du gradient de champ)
caractérise le noyau, que pouvez-vous dire du moment cinétique de I’extra proton et de sa projection sur
l'axe Oz ?

2- Si on se représente le noyau comme un coeur sphérique auquel on ajoute un extra proton qui tourne dans
un plan donné, montrez qu’'une formulation “semi-classique” de la relation reliant Q). & @ donne :

_3m?—j(+1)

3- Montrez alors que quantiquement, en définissant 'opérateur “moment quadrupolaire électrique” Q =
q(32%2 — r?), on obtient :

Q.m) = [ 6] (Pal32” = )6 ()T )
ol ¢; n, est la fonction d’onde individuelle du nucléon considéré.

4- Montrez que pour un j donné, Q(j,m) se déduit de Q(j, 7).

5- Enfin, montrez que pour un noyau quelconque ayant un nombre de nucléons A et possédant un moment
cinétique total J, la généralisation du raisonnement précédent conduit a la formule suivante :

A
Q=Q(,J)=> ea/zz;j;“](m,@, s Ta) (320 — 1o )00 g (F1, Ty ey Ta )P A3y dP7s
a=1

oll e, vaut 0 pour un neutron et e pour un proton, et olt ;s est la fonction d’onde globale du noyau.

Cette formule tres générale n’est pas tellement exploitable mais elle va nous permettre d’introduire le
moment quadrupolaire électrique en coordonnées sphériques et d’en déduire certaines regles générales.
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2.2 Lien entre les moments multipolaires et les harmoniques sphériques

Les harmoniques sphériques sont la base naturelle pour décrire les fonctions de 6 et ¢. Elles apparaissent,
par exemple, comme états propres des potentiels en 1/r.
On rappelle les expressions de quelques harmoniques sphériques :

=
lilzq:\/%sinﬂeﬂd’ yf:,/%cosg
Y2 = \/ E sin? QT2 PFl — F/B sinfcosheiT? YY) = 1/ i(3 cos? 0 — 1)
2 327 2 8T 2 167

On considere 'expression

&
3

Qim = / p(F)rtYmd3e

1- Exprimer Qo en fonction du monopoéle électrique.
2- Meéme question pour (1,0 et le dipole électrique et Q2o et le quadrupole.

De maniere générale, on peut trouver un lien entre les 2/ + 1 fonctions @), correspondant & une valeur de
[ fixée et les 2] + 1 composantes du tenseur d’ordre [ décrivant le moment multipolaire d’ordre [.

3 Moments multipolaires électriques en coordonnées sphériques

Pour un noyau quelconque, de nombre atomique A, dans un état caractérisé par un moment cinétique total
J de projection M, on généralise la formule précédente a I’aide de celle du paragraphe 17.1.6 :

A
Qum(J, M) = Zea/w}’M(Fl,Fg,...,FA)rla T Oy G )07 01 (F1y Ty ooy Ta )7 APy A4 (7)
a=1

A partir de cette formule qui donne le moment multipolaire d’ordre [ pour un noyau quelconque, retrouvez
les regles générales suivantes.

1- Montrez qu’il n'y a pas de moments électriques d’ordres impairs en vous rappelant que la parité des
fonction Y™ est (—1)! et que l'opérateur parité change (r,0,¢) en (r,m — 0, ¢ + ).

2- Montrez qu’il ne peut y avoir de moment électrique d’ordre [ pour les états J < /2. Pour cela, vous traiterez
LYV (0o, o) comme une fonction d’onde, et vous développerez WY, = % (71,75, ..., FA)rL VM (0o, o)

a
sur la base commune aux opérateurs 12 = (J +1)? et I, = J, + L.

L’émission v

L’émission v est un moyen d’investigation de choix pour I’étude des noyaux et en particulier de la structure
des niveaux. Nous voyons ici quelques propriétés de cette émission.

4 Approximation dipolaire électrique

Le rayonnement est dit au déplacement des charges dans la source. Ce déplacement induit une densité de
courant, J. On peut montrer que la puissance moyenne en fonction de J = e? = Sp et de 'angle solide sous
lequel est vu le détecteur depuis la source s’écrit

2

dP o dq. (8)

- L7
n./Je_m A3

qep s sz , sl os s , . , __dP
La probabilité par unité de temps qu'un photon soit émis dans I’angle solide d€) est donnée par d\ = %=.
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On se place de plus dans le cadre de 'approximation dipolaire électrique pour laquelle ki’ < 1. Cest le cas
par exemple pour une transition nucéaire de 100 keV ou
w, hw, 100 x 1073

kr' = =r

= =" x10=510"%
<" T e’ T a00x10s <0=510

Quantiquement, I’émission d’un rayonnement est accompagnée d’un changement d’état du proton considéré.
On considére un proton émeteur dans I’état initial |¢@; > et I'état final |p; >. Le principe de correspondance
permet d’écrire

/ﬁe’”ﬁ B = <<pf|;6 e kT i) ~ <90f|il3 l:)

~ 2
dX o |ii. < orl Zlpi >| d2

L’énergie du photon est donnée par la rélation E; — Ey = pc = hkc. Grace au théoreme d’Ehrenfest

.

P d ) E . . A
(pil = lpr) = = (@i P log) = Tf (il 7 [0 5) = iw (ps| ¥ |0 f)

Considerant que 7.7 = rsinf et que || . sin? 6 dQ = &= on obtient finalement pour la probabilité de transition

3
dipolaire électrique

X o< g |# i)

En utilisant identité [r|> = 3(|z + iy|? + |z — iy[> + |2|?) et le lien entre les opérateurs Q1. avec i=-1,0,4+1
et les coordonnées de 'opérateur position :

A 3 A 3 . A 3 .
Q1,-1 =) ge(x +i9), Q1,0=1/ it Qu41=1/ ge(x —i9)

on arive l’expression suivante pour la probabilité de transition dans tout I’espace :

2

+1 )
Ao [(orl Y Qumles)

m=—1

1- En déduire les regles de sélection de ’émission dipolaire électrique (1=1).

2-  On se place de nouveau dans le cas général sans approximation.
Les propriétés de parité des termes des développements multipolaires électrique et magnétique sont les
suivants :
Les moments multipolaires électrique de [ pair et magnétiques de ! impair sont pairs alors
que les autres sont impairs.

a) En déduire les regles de sélection de 1’émission 2! polaire électrique (1=1, 2, 3... pour E1, E2, E3..)

b) idem pour I’émission 2! polaire magnétique (M1, M2, M3..)

5 Quelques exemples

1- Quelles sont les transitions envisageables pour la désexcitation du premier niveau excité d’'un pair-pair
vers son fondamental 7

2-  Quelles sont les transitions envisageables pour la désexcitation d’'un état 5/2% vers un 3/2%?

3- Dites pourquoi on observe au voisinage des nombres magiques (par exemples dans les noyau impairs avec
un nombre de protons entre 39 et 49) des transitions de type M4 7 On appele les états subissant ces
transitions avec des vies moyennes élevées des états isomériques.

4- Pourquoi les transitions de type E1 (majoritaires dans la désexcitation des électrons) sont presque absentes
dans le cas des noyaux ?

5- Les premiers états du spectre de °’Ni sont : (0;3/27), (0,34;5/27), (0,46;1/27), (0,88;3/27),
(1,19;5/27), (1,3;1/27), (1,34;7/27). Si 59 Ni est peuplé dans son état excité situé a 1,34 MeV, par
quels types de transitions v se désexcitera-t-il de facon majoritaire? Méme question pour 1’état situé a
1,3 MeV.

UFR de Physique — Université Paris 7 4 M1 — Physique Subatomique



6 Estimation des probabilités de transition

Dans le cas d’une transition 2! polaire, on donne I’expression de la probabilité de transition en fonction des
opérateurs moments multipolaires électriques ou magnetiques Oy, :

8r(l+1) wk? & R )
N2+ D2 he Z (e£1OLmlei)]

m=—1

A=

A partir de la figure suivante, déduire qu’on peut a partir de la durée de vie d’une transition donnée en
fonction de I'énergie de la transition discriminer de maniére efficace entre différents types de transitions.
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