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1. Variables aléatoires. Théoreme de la limite
centrale

1. Définition des variables aléatoires

Une variable aléatoire! est un nombre X (¢) associé a chaque résultat ¢ d’une
expérience : en ce sens, c’est une fonction dont le domaine de définition est
I’ensemble des résultats de 'expérience. Pour définir une variable aléatoire, il faut
spécifier, d’une part, I’ensemble des valeurs possibles, appelé domaine des états ou
ensemble des états, et, d’autre part, la distribution de probabilité sur cet ensemble.

L’ensemble des valeurs possibles peut étre soit discret, soit continu sur un
intervalle donné. Il peut également étre, pour partie discret, pour partie continu.
Par ailleurs, I’ensemble des états peut étre multidimensionnel. La variable aléatoire
est alors écrite vectoriellement X.

Dans le cas réel unidimensionnel, la distribution de probabilité d’une variable
aléatoire X est donnée par une fonction p(x) non négative?

p(z) >0, (1.1)

et normalisée, c’est-a-dire telle que

/p(m) dx =1, (1.2)

ou l'intégrale s’étend sur l’ensemble des valeurs possibles. La probabilité pour
que la variable aléatoire X prenne une valeur comprise entre x et x + dx est
égale a p(x)dx. La fonction p(x) caractérisant la distribution de probabilité est
généralement appelée densité de probabilité3. Il convient de noter qu’en physique
une densité de probabilité est en général une quantité dimensionnée : ses dimen-
sions sont inverses de celles de la grandeur X.

1 On dit également variable stochastique : les deux mots sont synonymes.

2 T . . e e . ;.
Une réalisation, ou valeur possible, de X est désignée ici par z. La lettre majuscule désigne
donc la variable aléatoire, la lettre minuscule 'une de ses réalisations. Lorsqu’il n’y aura pas de
confusion possible entre ces deux notions, nous emploierons une notation unique.

3 Nous la noterons parfois pour plus de clarté px ().
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Le cas d’une variable pouvant prendre des valeurs discretes peut se traiter de
la méme maniére en introduisant des fonctions delta dans la densité de probabilité.
Par exemple, si une variable aléatoire prend les valeurs discretes z1,xo,... avec
les probabilités pq,ps,..., on peut formellement la décrire comme une variable
aléatoire continue avec la densité de probabilité

p(z) = Zpifs(ﬂﬁ — ;) (pi >0, sz‘ =1). (1.3)

A une dimension, on utilise parfois une autre description de la distribution de
probabilité. Au lieu de la densité de probabilité p(x), on introduit la fonction de
distribution P(x), définie comme la probabilité totale pour que la variable aléatoire
X prenne une valeur inférieure ou égale a x. La fonction de distribution s’écrit donc
comme l'intégrale

P(z) = /ﬂf p(a') dz’. (1.4)

2. Moments et fonction caractéristique

La moyenne — ou espérance mathématique — d’une fonction quelconque f(X)
définie sur I’espace d’états considéré est définie par

(X)) = / f(z) plz) de, (2.1)

a condition que l'intégrale existe.

En particulier, (X™) = i, est le moment d’ordre m de X . Le premier moment
w1 = (X) est la moyenne de X. La quantité

0% = ((X = (X))?) = p2 — 1t (2.2)

est appelée la variance ou dispersion de X. C’est le carré de la déviation standard
ou écart quadratique moyen AX = o, qui a les mémes dimensions que la moyenne
(X). L’écart quadratique moyen o détermine la largeur effective de la distribution
p(x). La variance o2 est non négative ; elle ne s’annule que si la variable X est
certaine. Les deux premiers moments sont les caractéristiques les plus importantes
d’une distribution de probabilité.

Si p(x) ne décroit pas suffisamment vite lorsque = tend vers l'infini, certains
des moments peuvent ne pas étre définis. Un cas extréme en est fourni par la
densité de probabilité de Cauchy ou loi lorentzienne,

a 1
= — 0, - 2.3
p(‘r) W(CU—I'O)Q—{—G,Q, a > U, oo < T <00, ( )
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dont tous les moments divergent. On peut toutefois définir py par symétrie en
posant p1 = xg. Les autres moments de la loi de Cauchy, et donc en particulier sa
variance, sont tous infinis.

La fonction caractéristique d’une variable aléatoire X est définie par

G(k) = (X = / ek p(a) da. (2.4)
Elle existe pour tout k réel et possede les propriétés :
GO)=1, |Gk <1 (2.5)

La définition (2.4) montre que G(k) est la transformée de Fourier de p(z). Par
suite, inversement, on a

p(z) ! /00 e "% G(k) dk. (2.6)

:% .

La fonction caractéristique est aussi la fonction génératrice des moments, en ce
sens que les coefficients de son développement en série de Taylor de k£ sont les
moments Ly, :

G =3 M, 1)

Les dérivées de G (k) en k = 0 existent donc jusqu’au méme ordre que les moments.

La fonction caractéristique G(k) existe méme lorsque les moments ne sont pas
définis. Par exemple, la loi de Cauchy citée plus haut n’a pas de moments, mais
sa fonction caractéristique est
0o ez’km )

G(k) = — / dx = e~alkl+ikzo, (2.8)

oo (T —x0)%2 +a?

L’expression de droite n’est pas différentiable en k pour k = 0, ce qui correspond
au fait que les moments n’existent pas.

3. Distributions a plusieurs variables

3.1. Définition

Lorsque plusieurs variables aléatoires entrent en jeu — ce qui est par exemple le
cas lorsqu’on considére une variable aléatoire multidimensionnelle, il est nécessaire
d’introduire plusieurs types de distributions de probabilité.
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Soit donc X une variable aléatoire a n dimensions. Elle possede n composantes
X1, Xo, ..., X,. Sa densité de probabilité p, (z1, za, ..., x,) est appelée la densité
de probabilité conjointe des n variables X1, Xs, ..., X,.

Considérons un sous-ensemble de s < n variables pertinentes X1, Xo,..., X.
La densité de probabilité de ces s variables, indépendamment des valeurs prises
par les variables non pertinentes X .1,...,X,,, est obtenue en intégrant sur ces
dernieres :

ps(T1,...,xs) = /pn(ml,...,ms,x5+1,...,azn) drgiy ...dx,. (3.1)

Cette distribution est appelée distribution marginale des s variables pertinentes.

Attribuons maintenant des valeurs fixées aux n — s variables Xgy1,..., X,
et considérons la distribution de probabilité conjointe des s variables restantes
X1,...,X,. Cette distribution est appelée distribution de probabilité condition-

nelle de X1,..., Xs, a la condition que Xs1,...,X,, aient les valeurs prescrites
Tsi1,---,Tn. On la désigne par pyjn_s(T1,. .., Ts|Tsy1,- -+, Tn)-

Clairement, la distribution de probabilité conjointe totale p, est égale au
produit de la distribution de probabilité marginale pour que Xgsy1,...,X,, aient
les valeurs x4 1,...,x, par la distribution de probabilité conditionnelle pour que,
ceci étant réalisé, les autres variables aient les valeurs z1,...,x; :

Pr(T1, oy Tn) = Prnes(Tog1, oo Tn) Dsjn—s (T1y - -+ Ts|Tog1, - oo, Tn)- (3.2)

C’est la regle de Bayes.

Si les n variables peuvent étre divisées en deux sous-ensembles (X7,..., X;)
et (Xs+1,...,X,) de telle sorte que p,, se factorise,
Pr(@1, o xn) = ps(@1, .o 2s) Pr—s(Tst1y ooy T, (3.3)

ces deux sous-ensembles sont dits statistiquement indépendants I'un de 'autre.

3.2. Les moments d’une distribution a plusieurs variables

Les moments d’une distribution a plusieurs variables sont définis par
(XX X)) = /p(acl,acg, ce Tp) ey e deydey . dx,. (3.4)

La fonction caractéristique est une fonction de n variables définie par

Gk, ko, .. k) = (el XatheXododhn X)) (3.5)
Son développement de Taylor par rapport aux variables k; (i = 1,...,n) engendre
les moments :
= k1 )™ (iko)™2 . . . (iky)™n
CCTY PPN ) P o 0 YRt ULV el o R o

milms!...m,!
mi,Ma,...,Muy=0 1 2 n

(3.6)
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Si les deux sous-ensembles (Xi,...,X;) et (Xs41,...,X,) sont statistique-
ment indépendants 'un de 'autre, la fonction caractéristique se factorise, autre-
ment dit

Gn(kiy. .. ks ksi1,. . kn) =Gs(k,... . ks) Gnos(kst1,---, kn), (3.7)
et, de méme, tous les moments se factorisent :

(XTOXT2 LX) = (XL XT) (XML X, (3.8)

3.3. Les moments d’ordre deux

Les moments d’ordre deux sont particulierement importants en physique, ou
ils suffisent dans la plupart des applications. Ils forment une matrice (X;X;) de
dimensions n x n. On définit également la matrice des covariances, de dimensions
n x n et d’éléments

vij = ((Xi = (Xa))(X; = (X)) = (X X;) — (Xi)(X). (3.9)

Les éléments diagonaux de la matrice des covariances sont les variances définies
précédemment — et sont donc positifs, et les éléments non diagonaux sont appelés
covariances — et sont de signe quelconque. On peut montrer en utilisant I'inégalité
de Schwarz que

vij|* < oF07, (3.10)

ou 0; et o; sont les écarts quadratiques moyens de X; et de Xj;.

Les quantités normalisées

'LJ 0i0; 005 ’

sont appelées coefficients de corrélation. Ces coefficients sont compris entre —1 et
+1.

Deux variables X; et X; sont dites non corrélées lorsque leur covariance est
nulle, aucune hypothese n’étant faite sur les moments d’ordre plus élevé. La non-
corrélation est naturellement une propriété plus faible que I'indépendance statis-
tique.

4. Variables aléatoires complexes

Une variable aléatoire complexe Z = X 41Y est un ensemble de deux variables
aléatoires réelles { X, Y'}. La densité de probabilité pz(z) est simplement la densité
de probabilité conjointe de X et Y, et la condition de normalisation s’écrit

/pz(z) d’z =1, d*z = dx dy. (4.1)
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La définition des moments s’étend aux variables aléatoires complexes. Si
Z1, 25, ..., 2, sont des variables aléatoires complexes, leur matrice des covariances
est définie par

vij = ((Zi = (Z))(Z} = (Z;))) = (ZiZ}) = {Z:i){Z}) (4.2)

Les variances o7 = (|Z; — (Z;)|?) sont positives et les coefficients de corrélation p;;
sont complexes et bornés en module par 1.

5. Addition de variables aléatoires

Soient X; et Xy deux variables aléatoires ayant la distribution conjointe
px (1, z2). La probabilité pour que la variable Y = X; + X, ait une valeur com-
prise entre y et y + dy est

py (y)dy = // px (z1,x2) dr1dxs. (5.1)
y<zi1+x2<y+dy

L’expression ci-dessus peut se réécrire sous la forme
py(y) = // 6(z1 + 2 — y)px (1, 72) dv1dT2 = /px(wl,y —x1)dzy.  (5.2)

Si les variables X; et X5 sont indépendantes, la densité de probabilité
px(x1,y — x1) se factorise, et I’équation (5.2) devient

py(y) = /pxl (1) px, (y — 21) dy. (5.3)

La densité de probabilité de la somme de deux variables aléatoires indépendantes
est donc le produit de convolution de leurs densités de probabilité individuelles.

On aurait pu également arriver a ce résultat en remarquant que, si les variables
X1 et X5 sont indépendantes, la fonction caractéristique de Y se factorise,

Gy (k) = (X)) = (e1%0) (e1%2) = Gx, (k) Gx, (K), (5.4)

formule d’ott découle, par transformation de Fourier inverse, le résultat (5.3).

Au sujet des deux premiers moments, on a les regles suivantes. Tout d’abord
on a toujours :

(V) = (X1) + (Xo). (5.5)

La moyenne d’une somme est donc la somme des moyennes, que les variables X7 et
X5 soient corrélées ou non. Ensuite, si X7 et Xy ne sont pas corrélées, la variance
de leur somme est égale a la somme de leurs variances :

oy = 0%, + 0%, (5.6)
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6. Distributions gaussiennes

6.1. Distribution gaussienne a une variable

La forme générale de la distribution de Gauss a une variable est
p(z) =Ce 347 B _o0 <3< o0 (6.1)

Cette distribution est appelée également distribution normale. Le parametre A est
une constante positive déterminant la largeur de la gaussienne et le parametre B
détermine la position du pic. La constante de normalisation C' s’exprime a ’aide

de A et de B : "
A
C= (%) e~ B/24, (6.2)

Il est souvent préférable en pratique d’exprimer les parametres A et B en
fonction de la moyenne pu; = —B/A et de la variance 02 = 1/A, et d’écrire la
distribution de Gauss sous la forme

ple) = - 127T exp {_%] . (6.3)

La fonction caractéristique de la distribution gaussienne (6.3) s’écrit
G(k) = eiﬂlk*%ojke. (6.4)

Tous les moments p,, sont finis, ce qui correspond au fait que la fonction G(k) est

indéfiniment différentiable en £ = 0. Ils s’expriment tous a I’aide des deux premiers

moments /17 et po, ou de la moyenne y; et de la variance o2,

Lorsque X1, Xo,...,X, sont des variables gaussiennes indépendantes, leur
somme Y = X1+ Xo+- - -+ X, est elle aussi une variable gaussienne. Sa distribution
est completement déterminée par la moyenne et la variance de Y, qui sont respec-
tivement les sommes des moyennes et des variances des variables X; (i = 1,...,n).

6.2. Distribution gaussienne a n variables

La forme la plus générale de la distribution gaussienne a n variables est
1 n n
p(.ﬁL‘l, T2,... ,CL‘n) = Cexp —5 'Zl Aijl'il'j — z; Bzxz y (65)
1,j= =

ol ||Ai;|| est une matrice symétrique de dimensions n x n définie positive, soit, en
notation vectorielle,

p(x) = Cexp(—%az.||Aij||.w — B.x). (6.6)
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On peut obtenir la constante de normalisation C' en passant aux variables dans
lesquelles la matrice ||A;;|| est diagonale. On obtient ainsi

n ) 1
€ = (2m) ™ (Dét]| Ay ) exp(— 5 B.|My | B), (6.7)
ot ||M;;|| = ||Ai||! est la matrice inverse de la matrice ||A;||. La fonction
caractéristique correspondante est
1 .

En développant en puissances de k, on obtient

(Xi) = =) MyB; (6.9)
J
et
vij = ((Xi = (X)) (X — (X5))) = M. (6.10)
La matrice des covariances d’une distribution gaussienne est ||M;;|] = || 4i;]| 7t

Une distribution gaussienne a plusieurs variables est donc completement déter-
minée par les moyennes des variables et par leur matrice de covariance. Si les
variables ne sont pas corrélées, les matrices ||A4;;|| et ||M;;|| sont diagonales et
les variables sont indépendantes. Ainsi, dans le cas ou la distribution de proba-
bilité conjointe de plusieurs variables aléatoires est gaussienne, non-corrélation et
indépendance statistique sont des notions équivalentes.

6.3. Cas particulier : distribution gaussienne a deux variables

Dans le cas de deux variables aléatoires, la matrice des covariances s’écrit :

2
M| = ( % p”m) . (6.11)

2
P120102 g5

Son inverse est la matrice

1 1/0} —p12/0109
Al = ] . 6.12
Al = = (it Pl (6.12)

1
oto3(1 = pia)

La distribution gaussienne &4 deux variables (centrées) s’écrit donc :

Dét. || Ay = (6.13)

1 . [ 1 <x1 20127122 N :1:2)]
xXp |- | 5 - —— =+ =]
2mo109(1 — piy)t/2 2(1-piy) \of o109 o3
(6.14)

p(xla [EQ) =
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Il apparait clairement sur cette expression que, lorsque deux variables gaussi-
ennes ne sont pas corrélées (p12 = 0), leur distribution de probabilité conjointe
se factorise en le produit des deux densités de probabilité individuelles de cha-
cune des variables. On vérifie donc bien dans ce cas particulier que des variables
gaussiennes non corrélées sont statistiquement indépendantes.

6.4. Propriété des corrélations

Une propriété importante des variables aléatoires gaussiennes est que toutes
les corrélations d’ordre supérieur peuvent s’exprimer a l'aide des corrélations du
second ordre entre paires de variables. On peut vérifier que les moments d’ordre
pair d’une distribution gaussienne a plusieurs variables centrées (B = 0) possedent
la propriété

(XX Xp o) =) (XpX ) (XuXy).... (6.15)

ou la sommation s’étend a toutes les subdivisions possibles en paires des indices
1,7, k,.... Quant aux moments d’ordre impair, ils sont nuls.

7. Théoreme de la limite centrale

Ce théoreme est d’une importance fondamentale en physique statistique, puis-
que, dans beaucoup de situations ol intervient une variable aléatoire fluctuante Y,
les fluctuations sont une somme de contributions provenant de nombreuses causes
indépendantes.

7.1. Enoncé et justification du théoréme

Considérons tout d’abord un ensemble de N variables aléatoires indépen-
dantes X1, Xo,..., Xy, chacune ayant la méme densité de probabilité gaussienne
px(x) = (2m02)~1/? exp(—x?/20?), de moyenne nulle* et de variance 2. Quel que
soit IV, la variable aléatoire Y définie par

X+ Xo 4o+ Xy
VN

est elle aussi une variable aléatoire gaussienne de moyenne nulle et de variance
(v?) = L SN (X?) = 02 La distribution de probabilité de Y étant la méme
que celle des variables de départ, la loi gaussienne est dite stable par rapport a

Paddition des variables aléatoires®.

Y

(7.1)

Le théoreme de la limite centrale, établi par P.S. de Laplace en 1812, stipule
que, méme lorsque px (x) n’est pas une loi gaussienne, mais une autre distribution

4 Les variables X, sont donc prises ici centrées, la généralisation au cas de variables non
centrées étant immédiate.

5 1] faut noter que Y n’est pas exactement égale & la somme des variables de départ, mais a
celle-ci multipliée par un facteur d’échelle convenable, en ’occurrence 1/v/N.
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de moyenne nulle et de variance finie 02, la distribution de Y est encore la loi
gaussienne de moyenne nulle et de variance o2 dans la limite N — oo. Cette
propriété remarquable de convergence vers le “bassin d’attraction” gaussien est a
I’origine du réle dominant de la distribution gaussienne dans beaucoup de domaines
de la physique statistique.

En fait, le théoreme de la limite centrale s’applique méme lorsque les lois
individuelles ne sont pas identiques. Cependant, la discussion en est plus simple
lorsque toutes les variables X; ont la méme distribution, ce que nous supposons
ici.

Pour comprendre 'origine du théoreme, écrivons la fonction caractéristique
correspondant & une distribution px arbitraire (de moyenne nulle) :

Gx(k) = /eikw px(z) dz. (7.2)

Les variables individuelles étant indépendantes, la fonction caractéristique de Y

est

Gy (k) = [Gﬂ%)] " (7.3)

On a donc :

log Gy (k) = N log GX(\/%). (7.4)

On peut écrire, en développant® en puissances de k/v/ N,

log G LR L O K 7.5
og X(\/—N) =59 ﬁ-l- (W)’ (7.5)
d’ou 'on déduit ;
1 5.5 k

Lorsque N — o0, le dernier terme tend vers zéro & cause du facteur N'/2 au
) : . T 1,22 . P
dénominateur ; par suite, Gy (k) tend vers e 29 ¥ | fonction caractéristique de la

distribution gaussienne de moyenne nulle et de variance o2.

7.2. Discussion

Méme en continuant & nous limiter au cas ou les variables X, sont distribuées
de maniere identique, le théoreme de la limite centrale est en réalité valable sous
des hypotheses plus générales que celles que nous avons faites (variables aléatoires
individuelles indépendantes ayant une distribution de variance finie).

6 11 est préférable de développer les logarithmes, qui varient plus lentement que les fonctions
elles-mémes.
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Tout d’abord, la condition d’indépendance statistique des variables aléatoires
individuelles est suffisante, mais non nécessaire. Certes, pour que le théoreme soit
applicable, ces variables ne doivent pas présenter de corrélations & longue portée’.
Des corrélations a courte portée peuvent en revanche étre présentes sans affecter le
résultat. Il est plus difficile de traiter le cas ou les variables aléatoires individuelles
sont fortement corrélées.

Ensuite, la condition de variance finie de la distribution px () est également
une condition suffisante, mais non nécessaire, de convergence vers la loi normale.
Il est clair cependant que la distribution des variables aléatoires individuelles que
’on somme ne doit pas étre trop “large”®. En fait, on peut identifier précisément
les fonctions p(z) qui appartiennent au bassin d’attraction de la loi normale par
le critere suivant :

o L)

X 00 f\m|>x r2p(x)dr

(7.7)

Par exemple, une distribution qui décroit comme z~2 pour x grand appartient au
bassin d’attraction de la loi normale, bien que sa variance soit infinie. Toutes les
distributions décroissant plus vite qu’en =2 pour = grand appartiennent également
au bassin d’attraction de la gaussienne, qui est ainsi extrémement vaste. C’est la
raison pour laquelle la loi gaussienne est omniprésente dans les situations physi-
ques, les exceptions a cette loi, qualifiées de comportements “anormaux”, étant
relativement beaucoup plus rares.

Ces comportements anormaux correspondent au fait que d’autres lois que
la gaussienne possedent la propriété de stabilité par rapport a la sommation des
variables individuelles®. Ces lois ont été étudides et classifiées par P. Lévy et A.
Khintchine en 1936. Elles aussi possedent des bassins d’attraction que 1'on peut
caractériser par des généralisations convenables du théoreme de la limite centrale
et auxquels appartiennent les lois individuelles dites larges.

7 Clest tout & fait apparent si l’on pense par exemple au cas ou les N variables sont identiques.

8 Un exemple de loi large est fourni par la loi de Cauchy (ou loi lorentzienne), dont tous les
moments sont infinis. Si 'on somme un nombre N de telles variables, cette somme est encore
distribuée selon une loi lorentzienne, ce qu’on peut facilement vérifier en utilisant les fonctions
caractéristiques correspondantes. Si grand que soit N, il n’y a jamais tendance vers la loi normale.

9 La somme des variables individuelles doit alors étre définie avec un facteur d’échelle appro-
prié.
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2. Processus aléatoires. Théoreme de Wiener-
Khintchine

1. Définition

Cette mnotion généralise celle dun ensemble de variables aléatoires
X1,Xo,...,X,,... au cas ou cet ensemble n’est pas dénombrable, c’est-a-dire ou
les différentes variables aléatoires ne peuvent pas étre repérées par un indice discret
n. On introduit alors un parametre continu ¢ — qui, en physique, est en général
le temps — pour repérer les différentes variables aléatoires. La quantité X (¢) est
appelée fonction aléatoire de t, ou puisqu’en pratique t est le temps, processus
aléatoire ou processus stochastique. En prenant pour X ['une de ses réalisations
possibles x, on obtient une réalisation x(t) du processus X (), réalisation appelée
souvent dans ce contexte échantillon. Il est clair qu’un échantillon ne dépend pas
du temps d’une maniere déterministe.

1.1. Moyenne d’ensemble

Pour chaque valeur de t, X (¢) est une variable aléatoire, définie sur un certain
domaine, avec une densité de probabilité p(z,t). Cette densité de probabilité est
normalisée :

/p(x,t) dr = 1. (1.1)

La moyenne de X au temps t — ou moyenne a un temps — est définie par
(X(t) = /xp(a:,t) dx. (1.2)

On peut aussi considérer ’ensemble de toutes les réalisations ou échantillons
{z("(#)} du processus X (t). La moyenne de X au temps ¢ peut également étre
obtenue en moyennant sur ’ensemble de ces réalisations :

N

.1 r
(X)) = lim ;x( (#). (1.3)

Les équations (1.2) et (1.3) sont des définitions équivalentes de la moyenne
d’ensemble ou moyenne statistique de X (t).
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1.2. Densités de probabilité conjointes et corrélations

La densité de probabilité pour que X (¢) prenne la valeur z au temps ¢ est
p(z,t), que 'on peut aussi noter py(z,t).

Cette densité de probabilité, si elle donne acces a la moyenne (X (¢)), ne décrit
cependant pas completement le processus. En particulier, elle ne fournit aucune
information sur les corrélations éven-tuelles entre X (t1) et X (t2) & des instants
différents t; et t5. Cette information est contenue dans la densité de probabilité
conjointe pour que X (t) prenne les valeurs x; au temps t; et xo au temps to,

densité notée po(x1,t1;x9,t2). D’apres les propriétés des densités de probabilités

conjointes!, on a :

/p2($1,t1;$2,t2)d$2 = p1(x1,t1). (1.4)

Le résultat de l'intégration sur a2 ne doit pas dépendre de t5. La densité de prob-
abilité po(x1,t1; 22, t2) permet de calculer des moyennes a deux temps telles que

<X(t1)X(t2)> :/xlxgpg(xl,tl;xg,tg)dxld:vg. (15)

Une quantité particulierement intéressante est la fonction d’autocorrélation du
processus X (t), définie par

Rty t2) = ([X(81) — (X (20))][X (t2) — (X (22))]), (1.6)

ou encore, de maniere équivalente par
K(ty, ta) = (X (01) X (t2)) — (X (t1)) (X (t2))- (1.7)

Cette quantité permet de connaitre la portée en temps des corrélations. Apres la
moyenne, c’est la quantité la plus importante pour la description du processus
aléatoire.

Plus généralement, on peut considérer la densité de probabilité conjointe
Pn(T1,t1; T2, t2; . . . Ty, ty) pour que X (t) prenne les valeurs 1 au temps t1, 2 au
temps to, ..., T, au temps t,. On a la condition de cohérence :

/pn(xl,tl; e Tyt T 1y bty e 3 Ty b)) dTsyy o dXy, = ps(x1,t15. .0 T, ts).

(1.8)
La densité de probabilité p,, permet de calculer des moyennes a n temps telles que

(X (t1)X(t2)... X (tn)) = /xlmg...a:npn(xl,tl;xg,tg;...;a:n,tn) dxydxs .. .dz,.
(1.9)

L Voir le chapitre 1.
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Il existe ainsi une hiérarchie infinie de densités de probabilité conjointes p,,,
dont chacune inclut toute 'information contenue dans les précédentes et contient
des informations supplémentaires. Il faut en principe connaitre I’ensemble des p,
pour disposer d’une spécification complete du processus stochastique.

1.3. Processus aléatoire a plusieurs composantes

Le processus stochastique X (t) peut étre constitué de plusieurs composantes
X1(t), Xa(t), ..., X,(t). Dans ce cas, il est commode de le considérer comme un
vecteur X (t) a n dimensions. La fonction d’autocorrélation est alors remplacée
par la matrice des corrélations ||k;;|| de dimensions n x n, ol

Kij(t1, t2) = ([Xi(t1) — (Xa(B))][X;(t2) — (X;(t2))]), (1.10)

soit encore
kit te) = (Xi(t) X5 (t2)) — (Xa(81)) (X (t2))- (1.11)

Les éléments diagonaux de cette matrice représentent des autocorrélations, les
éléments non diagonaux des corrélations croisées.

1.4. Processus aléatoire complexe

On peut considérer également un processus aléatoire complexe Z(t), défini
comme un ensemble de deux processus aléatoires réels { X (¢),Y (¢)}. La densité de
probabilité p(z,t) est la densité de probabilité conjointe de X et de Y au temps t.
La moyenne de Z(t) s’écrit :

(Z(t)) = /zp(z, t)d*z. (1.12)
Pour un tel processus, on définit une fonction d’autocorrélation complexe par

kit t2) = ([Z(t) = (Z(@)][Z27 (t2) — (Z7(E2)]), (1.13)

ou, de maniere équivalente, par
Kty ta) = (Z(t1) 27 (t2)) — (Z(t)) (27 (2))- (1.14)

2. Stationnarité

Un processus stochastique est dit stationnaire lorsque toutes les densités de
probabilités p, sont invariantes par une translation arbitraire de l'origine des
temps. S’il en est ainsi, les différentes moyennes ne sont pas non plus modifiées
par une telle translation, autrement dit, pour tout n, tout 7', et tous t1,ts,...t,,
on a :

(X(t + D)X (s +T) ... Xty + 1)) = (X(t) X (t2) ... X(ta)). (2.1
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La moyenne d’un processus stochastique stationnaire ne dépend pas du temps.
Il est souvent agréable dans ce cas de déduire de X (t) cette moyenne constante et
de travailler avec le processus centré X (t) — (X)), comme nous en aurons ’occasion
dans la suite de ce chapitre.

La fonction d’autocorrélation x(t1,t3) d’un processus stochastique station-
naire réel ne dépend que de 7 = t; —t2, et c’est une fonction paire de son argument.
Un cas extréemement répandu est celui des fonctions d’autocorrélation décroissant
exponentiellement pour les grandes valeurs de |7| avec une constante de temps 7, :

k(1) = C exp(—|1|/T¢). (2.2)

Une telle fonction est négligeable pour || > 7.. Le temps caractéristique 7. est
appelé temps d’autocorrélation.

Dans le cas d’un processus stationnaire a plusieurs variables de moyenne nulle,
les éléments de la matrice des corrélations s’écrivent simplement :

rij (1) = (Xi(t + 7)X;(2)) = (Xi(7) X;(0)). (2.3)

Pour un processus stationnaire & plusieurs variables (de moyenne nulle ou non),
on a la propriété :
Rij (T) = Iiji(—T). (24)

3. Processus gaussiens

Un processus stochastique est dit gaussien si toutes les distributions con-
jointes py(z1,t1; T2, t2; . . . ; Tn, ty) sont des distributions gaussiennes. Un processus
gaussien X (t) est completement spécifié par la moyenne a un temps (X (t)) et par
la moyenne & deux temps (X (t1)X (¢2)). Par exemple, pour un processus gaussien
centré, les moyennes a nombre pair de temps s’écrivent

(X)X ()X (t) - ) = Y (X () X (t)NX ()X () - (3.1)

la sommation s’étendant a toutes les subdivisions possibles en paires des indices
1,7, k, ..., tandis que les moyennes a nombre impair de temps sont nulles. Les
processus gaussiens — particulierement simples a traiter — sont souvent utilisés en
physique pour une description approchée des phénomenes aléatoires.

4. Les processus aléatoires en physique : I'exemple du mouvement
brownien

4.1. Le mouvement brownien

En 1827, le botaniste R. Brown a découvert au microscope le mouvement
irrégulier de petites particules de pollen en suspension dans I’eau. Il a également
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observé que de petites particules minérales peuvent étre soumises a des mouve-
ments erratiques de ce type, comme si elles étaient des objets vivants, ce qui
exclut d’attribuer a une “force vitale” ce mouvement incessant et désordonné. Le
parametre important pour ’existence de ce mouvement, dit mouvement brownien,
est en fait le rapport entre la masse de la particule brownienne et la masse des
molécules du fluide environnant, rapport qui doit étre grand devant I'unité. C’est
A. Einstein, qui, en 1905, a donné la premiere explication théorique claire de ce
phénomene, vérifié directement expérimentalement, ce qui a permis d’établir les
fondements de la théorie atomique de la matiere.

Les phénomenes de fluctuations mis en évidence dans le mouvement brownien
sont en fait universellement répandus. Par exemple, dans les circuits électriques,
le mouvement thermique des électrons dans les conducteurs donne lieu a des fluc-
tuations des courants électriques. Ces fluctuations constituent le bruit thermique,
étudié en 1928 par J.B. Johnson et H. Nyquist. De maniere générale, toutes les
quantités observées expérimentalement, ou variables macroscopiques, sont accom-
pagnées de fluctuations dues au mouvement thermique des degrés de liberté mi-
croscopiques de la matiere. Dans la plupart des cas, les fluctuations des variables
macroscopiques sont extrémement petites par rapport aux valeurs moyennes et
peuvent étre négligées. Cependant, elles refletent les mouvements a 1’échelle mi-
croscopique dans le systéme considéré, et leur analyse est importante pour 1’étude
de celui-ci.

4.2. Passage a une description en temps continu

Le mouvement brownien a joué un grand role historique en mathématiques :
c’est pour représenter la position d’une particule brownienne qu’un processus
stochastique a été construit, pour la premiere fois, en 1923, par N. Wiener.

Pour associer a un phénomene physique un processus aléatoire, il est nécessaire
de passer a une description en temps continu. Supposons par exemple que 1’on
observe au microscope une particule brownienne pendant un intervalle de temps
0 <t < 7T,et quel’on enregistre en fonction du temps sa position (ou la projection
de sa position sur un axe z). Répétant N fois les observations au cours du temps,
on obtient N valeurs de la coordonnée de la particule, z(t;), z(ts), ..., 2(ty). A la
différence de ce qui se passe en mécanique, il est impossible de faire des prédictions
déterministes : il faut adopter un point de vue probabiliste. La valeur z(t) de la
coordonnée de la particule brownienne au temps t est une réalisation d’une variable
aléatoire et chacune des séries observées {z(¢;)} est un échantillon d’un ensemble
statistique. Si I’on pouvait effectuer une observation continue, on obtiendrait une
fonction aléatoire du temps ou processus stochastique X (t) avec ¢t pour parametre
continu. En pratique, on effectue les observations a des temps discrets t1 < ty <

. < ty, obtenant ainsi un ensemble de N nombres, z(t1),z(t2),...,z(tN). La
description mathématique par un processus en temps continu se fait en prenant
la limite N tres grand et des intervalles entre les temps d’observation de plus en
plus petits.
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5. Analyse harmonique des processus aléatoires stationnaires

Soit X (¢) un processus stochastique stationnaire. L’analyse harmonique con-
siste & étudier les propriétés des coefficients de la série de Fourier de X (¢), quantités
qui, comme le processus X (t) lui-méme, sont aléatoires. Cette analyse se révele
bien str particulierement utile dans les problemes linéaires.

5.1. Série de Fourier d’un processus aléatoire stationnaire

Considérons une réalisation z(t) du processus. Pour éviter les difficultés liées
au fait que la fonction z(¢) n’est pas périodique, on considere cette fonction sur
un grand intervalle de largeur 7 de 'axe des temps, pris a partir d’une origine
quelconque, que nous supposons ici étre ¢ = 0. On fera tendre 7 vers l'infini a la
fin des calculs.

Pour 7 fixé, il est possible de développer en série de Fourier la fonction obtenue
en périodisant xz(t), c’est-a-dire en répétant cette fonction de maniere identique sur
chacun des intervalles de largeur 7 de ’axe des temps. Ce développement coincide
avec z(t) sur 'intervalle 0 < ¢ <7 :

w(t)= Y ape ™, 0<t<T. (5.1)

Les fréquences angulaires w,, sont données par :
n=0,+1,+2,.... (5.2)

Les coefficients de Fourier a,, sont donnés par :

I .
an == /0 x(t) e™rt dt. (5.3)
Si la fonction x(t) est réelle, les coefficients de Fourier sont de la forme

/ ) v/
an = a, +ia,, a_p, = a, = a, —ia,. (5.4)

Le processus stochastique X () lui-méme possede le développement en série de
Fourier

X(t)= Y Aje ™' n=0,+1,+2,..., 0<t<T. (5.5)

Le coefficient de Fourier a,, est une réalisation de la variable aléatoire A,,, définie
par

1 [7 -
Ap=—= [ X(t)e“rtat. (5.6)
T Jo
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5.2. Conséquences de la stationnarité

Tout d’abord, le processus X (t) étant stationnaire, les moyennes & un temps
ne dépendent pas du temps. Autrement dit, (X (¢)) est une constante. La moyenne
de A, étant donnée par

1 (7 .
() = 7 [ (xXO) et (5.7)
T 0
on a, pour un processus stationnaire,
(An) =0, n # 0. (5.8)
Pour n =0, on a
1 T
(o) = 7 [ (x(e)ar=(x. (5.9)
0

Une réalisation ag de Ay est la moyenne temporelle d’une réalisation z(t) du
processus X (t) sur l'intervalle (0,7) :

1 i

ETO

Qo :%T

x(t) dt. (5.10)
Cette quantité n’est pas nécessairement égale a la moyenne d’ensemble (X). Un
processus X (t) est dit ergodique si
. —T

lim z(t) = (X). (5.11)

7T —00
La plupart des processus stochastiques stationnaires sont ergodiques. Nous sup-
posons que c’est le cas du processus considéré ici. Alors, dans la limite 7 — oo,
toutes les réalisations ay de la variable aléatoire A, sont égales a (X). On a donc
Ao = (X) = const. et Ay est une variable certaine. Nous pouvons raisonner
alors sur le processus centré X(t) — (X), autrement dit, supposer, sans perdre
de généralité, que

(A4,) =0, n=0=+1+2,. ... (5.12)

De plus, pour un processus stationnaire, les moyennes a deux temps ne dépen-
dent que de la différence de ces temps. Calculons donc la fonction d’autocorrélation
k(7) du processus. On peut écrire, en utilisant le développement (5.5) :

K(T) = (XOX (t+71)= > > (ApAj) e nmondigionT  (513)
Cette fonction devant étre indépendante de t pour toute valeur de 7, il vient :
<AnA;k1’> = <|An|2> 6n,n’- (514)

Il n’y a donc pas de corrélation entre deux coefficients de Fourier de fréquences
angulaires différentes.
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6. Théoreme de Wiener-Khintchine

Considérons un processus stochastique stationnaire X (t) caractérisé par des
réalisations x(t) réelles. Le carré moyen de la composante de Fourier A,, est

(|Anl?) = (AL + (AL®), (6.1)

ou Al et A" désignent les variables aléatoires de réalisations respectives a, et a!’.
Le membre de droite de 1’équation (6.1) est la somme des moyennes des carrés
des parties réelle et imaginaire de I'amplitude A,,. Lorsqu’un filtre convenable
est utilisé pour sélectionner les fréquences angulaires se trouvant dans 'intervalle
(w,w + Aw), l'intensité moyenne observable est

SiAw=" > (4. (6.2)

wn dans Aw

Le membre de droite de cette équation est une somme sur toutes les fréquences
angulaires contenues dans la bande de largeur Aw considérée. L.e nombre de modes

de ce type est

Aw T
= — Aw. 6.3
2r/T 27 (6:3)
Dans la limite 7 — oo, la fréquence angulaire devient une variable continue, notée
w, et le coefficient de Fourier A,, devient une fonction continue de w, notée A(w).

On peut écrire

S(w) = lim (| A(w)[2). (6.4)

T—o0 27

S(w) est la densité spectrale ou spectre de bruit? du processus X (t).

Le spectre de bruit S(w) est relié & la fonction d’autocorrélation x(t) du
processus X (t) par transformation de Fourier : c’est le théoréme de Wiener-
Khintchine, dont nous allons donner maintenant une démonstration. On a :

T pT
<|A(w)l2>=%/0/0 (X (t1)X (t2)) €1 dty dt,. (6.5)

La fonction d’autocorrélation présente dans l'intégrand ne dépend que de la diffé-
rence des temps t = t; — to. L’intégration sur t; et ty s’effectue dans le carré
0<t; <7, 0<ty <7 (voir Fig. 1).

Lorsque t; > t5, on prend pour nouvelles variables d’intégration® ¢; —t, =t
et to. L'intégration sur to s’effectue de 0 a 7 — ¢, ce qui donne une contribution a
(| A()2) égale a

T
% /0 (T — 1) K(t) € dt. (6.6)

2 On dit également spectre de puissance.

3 Le jacobien correspondant est égal a 1.
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Fig. 1. Changement de variables d’intégration dans la formule (6.5)

De méme, 'intégration de la partie t; < t, donne une contribution & (JA(w)|?)
égale a

1 [T .
- /0 (T — £) (1) e= ! g, (6.7)
c’est-a-dire a 0
1 .
Tz / ’T(T + 1) Kk(t) " dt. (6.8)

En regroupant les contributions (6.6) et (6.8), on obtient

T
(A@E) = 75 [ (T =lthr(p)e" at (6:9)

On reporte ce résultat dans 'expression (6.4) de la densité spectrale S(w) et on fait
tendre 7 vers l’inﬁni. On en déduit (& condition que les intégrales [~ r(t)e™" dt
et f |t| k() et dt soient convergentes, ce qui suppose que la fonction d’auto-
corrélation /<e( ) décroit suffisamment vite a I'infini) :

1 > )
S(w) = 5 / Rt (6.10)
Inversement, on a
_ / S(w) et du, (6.11)

Ce résultat, démontré par N. Wiener en 1930 et A. Khintchine en 1934 — et
appelé théoréeme de Wiener-Khintchine — montre que la fonction d’autocorrélation
et la densité spectrale d’un processus stochastique stationnaire sont transformées
de Fourier 'une de l'autre. La fonction d’autocorrélation et la densité spectrale
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contiennent la méme information sur le processus stochastique stationnaire con-
sidéré.
Prenons I'exemple d’une fonction d’autocorrélation x(t) décroissant exponen-

tiellement pour les grandes valeurs de |t| avec une constante de temps 7. (formule
(2.2)). 11 lui correspond une densité spectrale lorentzienne,

Swy=c¥_1 (6.12)

T w2+ w?’

ol w, = 1/7.. Si l'on pose C = 1/7,. et que 'on passe a la limite 7. — 0, la
fonction d’autocorrélation x(t) tend vers la fonction de Dirac 6(t). Corrélativement,
la densité spectrale S(w) tend vers une constante égale a 1/27. On est alors dans
la limite du bruit blanc.
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3. Thermodynamique linéaire des processus
irréversibles (1) : les affinités et les flux

1. Introduction aux processus hors d’équilibre

La thermodynamique des processus irréversibles est une théorie macroscopique
qui traite des états et des processus dans les systemes hors d’équilibre thermody-
namique. Elle permet — au moins lorsque les écarts a 1’équilibre ne sont pas trop
grands — de disposer d’un traitement unifié des processus de transport dans les
milieux continus et des phénomenes de relaxation lors de ’approche de I’équilibre.
Une telle théorie va donc au-dela de la thermodynamique d’équilibre, ot seuls les
processus “réversibles” sont considérés.

Dans la thermodynamique hors d’équilibre, on s’intéresse a des processus
irréversibles, qui sont en général induits par un apport extérieur d’énergie ou
de matiere au systeme. Celui-ci est alors écarté de 1’équilibre, ce qui produit des
changements macroscopiques des variables thermodynamiques. On peut observer
ces changements de différentes manieres. Par exemple, des contraintes peuvent étre
appliquées au systeme, le maintenant ainsi hors d’équilibre. Le systeme réagit en
étant traversé par des flux : il est le siege de phénomenes de transport. Il est possi-
ble également, apres avoir soumis le systeme a certaines contraintes, de supprimer
celles-ci et d’étudier la relaxation, c’est-a-dire la fagon dont le systeme revient a
I’équilibre thermodynamique.

Non loin de I’équilibre, les phénomenes de transport obéissent a des lois
phénoménologiques linéaires. Par exemple, si I'on applique un champ électrique
a un gaz classique de particules chargées, ou bien aux électrons d’un métal ou aux
porteurs de charge dans un semiconducteur, il en résulte un courant électrique,
qui — si le champ n’est pas trop intense — varie linéairement en fonction de celui-
ci: c’est la loi d’Ohm (G. Ohm, 1822). Il existe bien d’autres exemples de lois
phénoménologiques linéaires. Citons par exemple la loi de I’écoulement visqueux
(I. Newton, 1687), la loi de la conduction de la chaleur (J. Fourier, 1811), la loi
de la diffusion (A. Fick, 1855), .... On associe & ces phénomenes des coefficients
de transport, la conductivité électrique, la viscosité, la conductivité thermique, le
coefficient de diffusion, ..., que 'on mesure expérimentalement.

Dans des systémes complexes, les processus de transport sont fréquemment
couplés. Par exemple, dans un mélange fluide a plusieurs constituants chimiques,
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un gradient de température peut produire, outre un courant de chaleur (effet
“direct”), un courant de diffusion (effet “indirect”). De méme, un gradient de con-
centration peut produire, outre un courant de diffusion (effet “direct”), un courant
de chaleur (effet “indirect”). Ce sont les phénomenes de thermodiffusion. Des
phénomenes couplés sont également mis en jeu dans les effets thermoélectriques®
(W. Thomson, 1854). De maniére générale, la description de I’ensemble des effets
directs et indirects nécessite I’'introduction d’une matrice de coefficients cinétiques,
reliés aux coefficients de transport. Les propriétés de symétrie du systéme permet-

tent de réduire le nombre d’éléments de matrice indépendants : c’est le principe
de Curie (P. Curie, 1894).

La théorie générale de ces phénomenes a fait de grands progres grace a L. On-
sager (1931), qui, postulant un lien avec la physique microscopique, a établi des
relations de symétrie ou d’antisymétrie entre les coefficients cinétiques décrivant
des processus couplés. Ces relations sont la conséquence, au niveau macroscopique,
de la réversibilité des équations microscopiques du mouvement, c¢’est-a-dire du fait
qu’elles sont en général invariantes lorsque 1'on change le signe du temps?. Les
relations de réciprocité d’Onsager sont extrémement importantes : elles permet-
tent en particulier de réduire le nombre d’expériences nécessaires pour mesurer
I’ensemble des coefficients de transport.

Enfin, la thermodynamique des processus irréversibles a pris sa forme actuelle
a la suite des travaux de plusieurs physiciens — parmi lesquels I. Prigogine (1954),
qui ont établi les relations générales de bilan gouvernant les systemes hors d’équi-
libre.

2. Quelques rappels de thermodynamique d’'équilibre

2.1. Le postulat

Dans sa formulation moderne, due & H.B. Callen (1960), la thermodynamique
d’équilibre se déduit d’un postulat sur l'existence et la propriété de maximum
de I'entropie. Ce postulat, énoncé ci-dessous, contient les principes usuels de la
thermodynamique.

Les états d’équilibre d’un systeme sont paramétrés, au niveau macroscopique,
par un certain nombre de variables extensives X;. Pour tous les états d’équilibre,
on peut définir une grandeur, appelée entropie et notée S, fonction continue et
différentiable des parametres X;,

S = S(X;), (2.1)

L Voir le chapitre 5.

2 . . i s .
Dans certains cas cependant, elles peuvent étre modifiées. Par exemple, en présence d’un
champ magnétique, les équations du mouvement ne sont invariantes par renversement du temps
que si 'on renverse aussi le champ magnétique.
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et possédant la propriété d’addivité (extensitivité) : ’entropie d’un systéme com-
posé de plusieurs sous-systemes est la somme de celles des sous-systemes consti-
tuants®. Dans un systeme composé isolé, le relachement d’une ou de plusieurs
contraintes permet des échanges entre les sous-systémes ; ces échanges produisent
des changements des parametres X; relatifs aux sous-systemes, changements qui
doivent étre compatibles avec les contraintes restantes et avec les lois de conser-
vation. Les valeurs prises par les parametres extensifs apres relachement d’une
contrainte interne correspondent au maximum de l'entropie compatible avec les
contraintes restantes.

2.2. Variables conservées, forces conjuguées et équations d’état

Parmi les variables extensives X; figurent ’énergie interne et, pour un fluide,
le volume et le nombre de molécules. Pour un mélange fluide, il faut en outre
prendre en compte les nombres de molécules des différents constituants.

La plupart des parametres X; sont des variables strictement conservées. C’est
le cas pour I’énergie interne et, en I’absence de réactions chimiques, pour les nom-
bres de molécules de chaque espece. Le volume peut aussi étre considéré comme une
variable conservée. Dans le cas des équilibres métastables peuvent en outre figurer
parmi les X; des quantités presque conservées, mais non strictement conservées.

La relation (2.1), qui donne I'entropie en fonction des parametres extensifs,
est appelée la relation fondamentale. Elle contient toute I'information thermody-
namique sur le systeme. La différentielle de ’entropie s’écrit

S

ou encore

ds => F,dX;. (2.3)

C’est la relation de Gibbs. Les F; sont les parametres intensifs conjugués des
quantités conservées X;. Les relations

08

Fy= -
0X,

(2.4)

sont les équations d’état du systeme.

Prenons I'exemple d’un fluide & plusieurs constituants chimiques en équilibre,
en ’absence de réactions chimiques. Les parametres extensifs conservés sont I’éner-
gie interne F, le volume V et les nombres de molécules N; des différents constitu-
ants, repérés par l'indice i. La relation fondamentale s’écrit

S=S(B,V,N;,...). (2.5)

3 Lorsqu’un systéeme est composé de plusieurs sous-systemes, les X; comprennent les variables
extensives relatives & chacun des sous-systemes.
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La relation de Gibbs correspondante est

_ 1 p Pi gnr
dS = = dE + - dV Z 7 AN, (2.6)

ol u; désigne le potentiel chimique par molécule du constituant d’indice 7. Les
parametres intensifs conjugués de ’énergie, du volume et du nombre de molécules
du constituant d’indice ¢ sont respectivement 1/T', p/T', et —u;/T.

3. Description des processus irréversibles : les affinités et les flux

Les processus physiques réels, irréversibles, font toujours intervenir des états
intermédiaires hors d’équilibre. Nous allons définir les affinités ou forces généra-
lisées, qui produisent des processus irréversibles au sein d’un systeme, ainsi que
les flux, qui décrivent la réponse du systéme a ces affinités. Les flux et les affinités
sont les quantités fondamentales dans la description des processus irréversibles.

Si le systeme est préparé dans un état initial d’équilibre, et si certains para-
metres X; peuvent évoluer par relaxation interne le systeme atteint un état final
d’équilibre, qui maximise I'entropie S(X;). Les X;, variables conservées ou presque
conservées, sont des variables lentes, les variables microscopiques relaxant tres vite
aux échelles de temps correspondantes. Le systeme est alors a chaque instant dans
un état d’équilibre instantané paramétré par les variables X;. On peut définir une
entropie instantanée S(X;) a chaque étape de la relaxation.

Les processus les plus intéressants se produisent dans des milieux continus
(par exemple, la conduction de la chaleur dans une barre ou existe un gradient
de température uniforme), mais il est plus simple pour commencer de traiter le
cas d’un systeme “discret”, composé par exemple de deux sous-systemes pouvant
échanger une grandeur extensive X, globalement conservée.

Considérons donc un systeme isolé composé de deux sous-systémes faible-
ment couplés et une grandeur thermodynamique extensive, globalement conservée,
prenant les valeurs X; et X dans chacun des deux sous-systémes. Comme ’ensem-
ble est isolé et le couplage faible,

X, + X! = Xi(o) = const.. (3.1)

Pour le systéme global, X; comme X/ constituent des variables internes. L’entropie
totale est la somme des entropies de chacun des sous-systemes :

SO = §(X;) + 8'(X)). (3.2)

Les valeurs d’équilibre de X; et de X/ sont déterminées par le maximum de
Pentropie totale (3.2), c’est-a-dire par la condition

95 B S+ 95 - oS _ 08’
0X; x© N 0X; x(© - 9X; 0X]

= F,— F/ =0. (3.3)
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Donc, si la quantité

F;=F,— F| (3-4)

est nulle, le systeme est a I’équilibre. Sinon, un processus irréversible prend place,
qui ramene le systeme a 1’état d’équilibre. La quantité F, agit ainsi comme une
force généralisée qui pilote le processus de retour a I’équilibre. Les forces géné-
ralisées sont appelées affinités.

Considérons par exemple deux systémes séparés par une paroi diatherme*

et supposons que X; soit ’énergie. L’affinité associée, dite affinité conjuguée, est
alors F; = 1/T — 1/T", ou T et T" représentent les températures de chacun des
sous-systemes. Si cette affinité est nulle, il n’y a pas de flux de chaleur a travers
la paroi diatherme ; si en revanche elle n’est pas nulle, il y a un flux de chaleur.
De méme, si X; est le volume, Paffinité conjuguée est F; = p/T — p'/T’, ot p et
p’ représentent les pressions de chacun des sous-systémes. Si cette affinité n’est
pas nulle, il y a un échange de volume entre les deux sous-systemes. Si X, est
un nombre de molécules, I'affinité conjuguée est F; = p/'/T" — p/T, ou p et y
représentent les potentiels chimiques par molécule de chacun des sous-systémes. Si
elle n’est pas nulle, il y a un échange de particules entre les deux sous-systemes,
c’est-a~dire un flux de particules.

De maniere générale, on caractérise la réponse du systeme a la force appliquée
par la vitesse de variation de la grandeur extensive X;. Le flux correspondant .J;
est défini par

dX;
dt -

Ji = (3.5)

Dans les exemples ci-dessus, le flux s’annule si 'affinité conjuguée s’annule, et, in-
versement, une affinité non nulle conduit a un flux conjugué non nul. De maniere
générale, c’est la relation entre les flux et les affinités qui caractérise les change-
ments survenant au cours des processus irréversibles.

Il faut donc pouvoir identifier correctement les affinités dans chaque systeme
physique particulier. La méthode la plus appropriée consiste a considérer la vitesse
de variation de l’entropie totale au cours d’un processus irréversible. L’entropie
totale S(©) est une fonction des variables extensives X;. Sa vitesse de variation,
appelée production d’entropie, est donc de la forme

(3.6)

4 Une paroi diatherme est une paroi permettant les échanges de chaleur.
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soit

ds
pr Z-Fi Ji. (3.7)

La production d’entropie a une structure bilinéaire : c’est la somme des produits
de chaque flux par l'affinité conjuguée. Cette propriété n’est pas limitée au cas
discret, mais se généralise au cas continu, comme nous allons le montrer. Notons
enfin que, dans le cas discret décrit ici, les affinités comme les flux ont un caractere
scalaire.

4. L'hypothese de I'équilibre local

4.1. Formulation

La thermodynamique des processus irréversibles traite de grands systemes
qu’on peut considérer comme des milieux continus et supposer a chaque instant
en équilibre local. Autrement dit, on imagine qu’on peut diviser le systeme — qui,
dans son ensemble, est hors d’équilibre — en “cellules” de taille intermédiaire, as-
sez petites pour que les propriétés thermodynamiques du systéeme y varient peu,
mais assez grandes pour pouvoir étre traitées comme des sous-systemes thermody-
namiques en contact avec leur environnement. On peut alors définir des grandeurs
thermodynamiques, uniformes a l'intérieur de chaque cellule, mais variant d’une
cellule a ’autre. Pour les grandeurs extensives, on introduit des densités locales,
telles par exemple que I'énergie par unité de masse e(r,t). On définit aussi des
grandeurs intensives locales, par exemple la température locale T'(r,t), la pression
locale p(r,t), ou encore le potentiel chimique local p(r,t).

Selon I’hypothese de I’équilibre local, ’entropie locale est la méme fonction
des grandeurs thermodynamiques locales que I'entropie d’équilibre des grandeurs
thermodynamiques d’équilibre. Autrement dit, la relation fondamentale (2.1) est
valable localement. La différentielle de I’entropie locale est donc de la forme (2.3).
Si p(r,t) désigne la masse par unité de volume, cette différentielle s’écrit aussi

d(ps) = > Frd(pz), (4.1)

ou s(r,t) et x;(r,t) sont les densités par unité de masse de l’entropie et des vari-
ables conservées.

Dans un milieu continu en équilibre local, les équations d’état ne dépendent
pas des gradients appliqués (comme par exemple un gradient de température, ou
un gradient de concentration). En effet, la relation donnant la différentielle de
Pentropie a la méme forme qu’a I’équilibre thermodynamique (équation (2.3)). On
en déduit des équations d’état locales ayant la méme forme que les équations d’état
d’équilibre (formules (2.4)).
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Dans le cas d’un fluide, le mécanisme assurant la tendance vers 1’équilibre
peut étre décrit en termes de collisions entre les molécules. L’équilibre local ne
peut étre réalisé que si ces collisions sont suffisamment fréquentes®.

4.2. Critére de validité

La subdivision en cellules d’équilibre local peut se faire sur une base physique
s’il existe une longueur intrinseque A telle que le nombre de particules dans une
cellule de volume A3, N; = (N/V)A3, n’ait que de petites fluctuations relatives
(6N;/N; < 1). Dans ce cas, on peut en effet faire de la thermodynamique sur la
cellule.

Une échelle de longueur intrinseque de ce type existe dans les gaz : c’est
la distance typique qu'une molécule parcourt entre deux collisions, appelée libre
parcours moyen, et désignée en général par [. On peut alors choisir A = [. Dans
une cellule de volume V; = [3, il y a N; = nl? particules. Par exemple, dans le cas
de 'argon a la température ambiante et a la pression atmosphérique, la densité
est n ~ 3 x 10" cm ™3, le libre parcours moyen est [ ~ 10~® cm, de sorte que le
nombre de molécules dans une cellule d’équilibre local est N; = ni® ~ 3 x 10*. Ce
nombre est assez grand pour que ’on puisse négliger les fluctuations et faire de la
thermodynamique. Les fluctuations relatives § N; /N; sont en effet d’ordre 1/v/N;,
c’est-a-dire 5 x 1073, ce qui justifie I'utilisation de la thermodynamique dans la
cellule.

Pour permettre I’évolution globale du systeme, les cellules d’équilibre local
doivent étre ouvertes au transport d’énergie et de matiere. Pour que 1’équilibre
local soit maintenu, les gradients appliqués doivent induire dans chaque cellule des
changements relatifs des grandeurs thermodynamiques inférieurs ou égaux aux
fluctuations d’équilibre. Le critere d’équilibre local sera donc le suivant : si une
propriété thermodynamique locale P a des fluctuations d’équilibre 6P dans une
cellule de taille A, et si un gradient extérieur produit un changement AP = A\|VP|
sur une distance A, ’équilibre local pour la propriété P sera maintenu si

AP 6P

P 7P
Examinons le critére (4.2), appliqué a la température, dans le cas de ’argon a la
température ambiante et a la pression atmosphérique. Il fournit ’ordre de grandeur
du gradient de température maximal acceptable pour que le gaz reste en équilibre
local :

<1. (4.2)

@<%T~ﬁ~5x103.

?

En reprenant la valeur du libre parcours moyen citée plus haut, on trouve que
I’hypothese de I’équilibre local en température reste valable tant que le gradient
de température ne dépasse pas 10°> K.cm ! (ce qui assure & cette hypothése un

large domaine de validité).

5 Ainsi, ’équilibre local peut ne pas étre réalisé dans un gaz treés raréfié ou il n’y a pas
suffisamment de collisions pour thermaliser les particules (un tel gaz est appelé gaz de Knudsen).
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5. Les affinités et les flux dans un milieu continu en équilibre local

5.1. Les équations de conservation

Considérons un systeme macroscopique constitué par un milieu continu con-
finé dans un volume V' borné par une surface fermée Y. Chaque grandeur thermo-
dynamique extensive (conservée ou non) A(t) peut s’écrire sous la forme®

A(t) = /V p(r,B)a(r,t) dr, (5.1)

ot a(r,t) représente la densité de la grandeur A par unité de masse. En pratique,
si 'on effectue par exemple des bilans au sein d’un fluide, la quantité a peut étre,
soit I'unité (bilan de masse), soit la densité locale d’une composante de la quantité
de mouvement (bilan de quantité de mouvement), soit la densité locale d’énergie
(bilan d’énergie).

L’équation de bilan globale pour A(t) s’écrit

%—F/JA.ndE:/ JAdT‘, (5.2)
dt s v

ol n représente le vecteur unitaire normal a la surface Y, orienté vers 'extérieur.
Dans cette équation, o4 est la densité de source (ou de “puits”) de A dans le

volume V et J4 est la densité de courant ou flux” de A & travers la surface X. En
utilisant la formule de Green, on réécrit 1’équation (5.2) sous la forme équivalente

dA(t
dAt) +/ (V.J4) dr :/ o4 . (5.3)
dt v v
L’équation (5.3) étant valable pour tout volume V, on en déduit que, en chaque
point,
9(pa)

— Ja=o04. 4
ot +V.Js=024 (5.4)

L’équation (5.4) est une équation de bilan locale.

Pour les grandeurs extensives conservées X;, pour lesquelles il n’y a par
définition ni source ni puits, I’équation de bilan locale prend la forme d’une
équation de conservation, dite équation de continuité,

9(pw;)

6 La notion de grandeur extensive n’est définie sans ambiguité qu’en 'absence de forces a
longue portée telles que les forces électriques ou magnétiques dans un milieu polarisé ou aimanté.
En présence de telles forces, I’énergie acquiert en effet une dépendance par rapport a la forme
du systeme, ce qui correspond a 'existence d’un champ dépolarisant. Des probléemes de ce type
apparaissent aussi dans les milieux élastiques. De maniere générale, ’existence de forces a longue
portée empéche de définir une densité locale.

7 En toute rigueur, la densité de flux. Etant donné qu’aucune ambiguité n’est possible, I'usage
est de laisser de coté le mot densité. Cette remarque s’appliquera également aux autres flux que
nous serons amenés a utiliser par la suite.
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ou J; désigne le flux de X;.

5.2. Source d’entropie et flux d’entropie

L’entropie, quant a elle, est une grandeur extensive non conservée. L.’équation
de bilan global pour I’entropie,

ds
——{—/Js.’n,dE:/ ogdr, (56)
est de la forme iS  dS.  ds
a =@t a 5.7)
ol le terme dS./dt = — [, Js.ndX est la contribution a dS/dt due a I’échange

d’entropie entre le systeme et son environnement et ou le terme dS; /dt = fV ogdr,
appelé production d’entropie, ou fonction de dissipation, est lié a des changements
internes au systeme. Cette derniere quantité est en fait la vitesse de variation
de ’entropie de I’ensemble isolé global constitué par le systeme considéré et son
environnement®. La production d’entropie est donc nécessairement positive ou
nulle. L’équation de bilan locale associée a 1’équation (5.6) est :

d(ps)
ot
Ce n’est évidemment pas une équation de conservation. Dans I’équation (5.8), Jg

et og sont respectivement le flux d’entropie et la source d’entropie. Cette derniere
quantité est nécessairement positive ou nulle.

+V.Js=o0g. (5.8)

5.3. Les affinités et les flux

Il faut maintenant disposer d’une expression explicite de la source d’entropie,
ce qui permettra d’identifier facilement les affinités dans les systémes continus en
équilibre thermodynamique local. Selon I’hypothese de 1’équilibre local, ’entropie
locale est la méme fonction des grandeurs thermodynamiques locales que 1’entropie
d’équilibre des grandeurs thermodynamiques d’équilibre. Sa différentielle est donc
de la forme (4.1), ce qui suggere de définir le flux d’entropie Jgs comme

Js = ZFZ Ji, (5.9)

ol J; est le flux de la grandeur extensive conservée X;. Le premier terme inter-
venant dans la formule (5.8) pour og est, d’apres I’équation (4.1),

d(ps 0 Z;
g’t) =S F (gt ). (5.10)

1

8 . , . N
L’environnement est un thermostat ou un réservoir avec lequel le systeme est en contact.

sz e e

Autrement dit, tous les processus qui le concernent sont supposés réversibles, sans production
d’entropie.
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Le second terme se calcule comme suit :

VJs=V.Y FEJ)=)Y VF.J+> FV.J,. (5.11)

La source d’entropie og (formule (5.8)) devient alors

En utilisant les équations de continuité (5.5) pour les variables extensives con-
servées, on remarque que le premier et le troisieme terme de 1’expression ci-dessus
de og se compensent. On en déduit I’expression de la source d’entropie :

o5 =Y VF.J. (5.13)

On introduit alors 'affinité

F; = VF, (5.14)

ce qui permet d’écrire og sous la forme

os =7 ;Fidi (5.15)

Dans un systéme continu, les flux sont les densités de courant J; des grandeurs
extensives conservées (équation (5.5)), et non plus, comme dans un systeme discret,
les dérivées de celles-ci. Quant aux affinités, comme le montre la formule (5.14),
elles sont les gradients des parametres intensifs locaux, et non plus, comme dans
un systeme discret, les différences entre deux valeurs de ceux-ci. Mais, comme dans
un systeme discret, la source d’entropie garde la structure bilinéaire de somme des
produits de chaque flux par I'affinité conjuguée.

Notons enfin que les différents types de processus irréversibles se produisant
dans un milieu continu peuvent étre de caracteres tensoriels différents. Par exem-
ple, au sein d’un mélange fluide a plusieurs constituants, les réactions chimiques
sont des processus scalaires, les transports de chaleur et de matiere sont des pro-
cessus vectoriels et le transport visqueux est un processus tensoriel d’ordre 2. La
structure bilinéaire de la source d’entropie est toutefois générale.
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4. Thermodynamique linéaire des processus
irréversibles (2) : réponse linéaire

1. Réponse linéaire

Dans un milieu continu en équilibre local, les flux en un point donné de I’espace
et a un instant donné dépendent des valeurs des affinités en ce point et a cet instant.
On écrit donc

Ji = Ji(F1, Fa,...), (1.1)

ou, pour simplifier ’écriture, les symboles J; et F; servent a désigner aussi bien des
flux et des affinités scalaires que les composantes de flux et d’affinités vectoriels
et/ou tensoriels. L’indice muet i désigne donc a la fois les phénomeénes irréversibles
impliqués et, s’il y a lieu, les coordonnées d’espace pertinentes.

Chaque flux peut dépendre non seulement de Daffinité conjuguée (effet “di-
rect”), mais aussi des autres affinités (effets “indirects”). Comme les flux sont nuls
si les affinités sont nulles, le développement des flux en fonction des affinités ne
possede pas de terme constant. Si 1’on s’arréte au premier ordre, ce qui est possible
lorsque les écarts & 1'équilibre sont faibles!, ce développement se réduit a

Ji(r,t) =Y Lix F(r,1), (1.2)

soit, en abrégé :

Ji =y Lir Fr. (1.3)

La réponse est locale et instantanée. Les quantités L;; sont appelées coefficients
cinétiques. Ce sont des fonctions des valeurs d’équilibre thermodynamique des
parametres intensifs F; tels que la pression ou la température :

Lik :Lik(Fl,FQ,...). (14)

L' Le domaine de validité de I’hypothese de linéarité doit étre étudié au cas par cas. Il n’est
pas nécessairement le méme que celui de I’équilibre local, et peut se révéler beaucoup plus étroit,
par exemple dans le cas de réactions chimiques.
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Ils ne dépendent pas des contraintes maintenant le systeme hors d’équilibre, telles
que les gradients de pression ou de température. La matrice des coefficients ciné-
tiques ||L;|| caractérise les phénomenes de transport linéaires dans le systeme,
c’est-a-dire sa réponse linéaire. Comme nous le verrons plus loin sur des exem-
ples, les coefficients cinétiques sont reliés directement aux coefficients de transport
phénoménologiques, déterminés expérimentalement.

Compte tenu de la forme (1.3) des flux, la source d’entropie, somme des pro-
duits de chaque flux par I'affinité conjuguée, s’écrit dans un systeme linéaire sous
la forme

o5 =Y Lix FiFr. (1.5)
ik

Comme og est nécessairement positive ou nulle, les éléments diagonaux L;; de
la matrice ||L;k|| sont positifs ou nuls et les éléments non diagonaux satisfont
I'inégalité
1
Li;i L, > Z(Lik + L), (1.6)

Par ailleurs, notons que seule la partie symétrique ||Lz(z) || de la matrice || L;||
contribue a la production d’entropie :

ik ik

Dans le cas d’effets qui impliqueraient des variations rapides dans l’espace
et/ou dans le temps, on ne pourrait pas faire ’hypothese de ’équilibre local. Il
serait alors nécessaire de remplacer les relations (1.2) décrivant la réponse locale
et instantanée par des lois empiriques définissant des coefficients de transport
non locaux et retardés, c’est-a-dire, en d’autres termes, dépendant du vecteur
d’onde et/ou de la fréquence. De tels effets se situent au-dela du cadre de la
thermodynamique linéaire des processus irréversibles. Ils seront étudiés par des
méthodes de mécanique statistique.

2. Quelques exemples simples de coefficients de transport

Les résultats expérimentaux sont habituellement exprimés a I’aide de variables
qui ne sont pas nécessairement celles intervenant dans les équations théoriques
générales. Par exemple, un courant de chaleur produit par une inhomogénéité
de température s’exprime usuellement en fonction de VT plutét qu’en fonction
de l'affinité V(1/T'). De maniere générale, au lieu des coefficients cinétiques L,
on préfere utiliser en pratique des coefficients de transport, directement reliés
aux expériences. Ce sont eux qui interviennent dans les lois linéaires phénoméno-
logiques.

A titre d’exemples simples, nous allons présenter la loi d’Ohm de la conduction
électrique, la loi de Fourier de la conduction de la chaleur et la loi de Fick de la
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diffusion, ainsi que les coeflicients de transport associés, a savoir, respectivement,
la conductivité électrique, la conductivité thermique et le coefficient de diffusion.

2.1. Conductivité électrique

Un champ électrique uniforme E = —V ¢ est appliqué a un gaz classique
de particules chargées, ou bien aux électrons d’un métal ou aux porteurs de
charge d’un semiconducteur. Le systeme considéré est macroscopiquement neu-
tre, et maintenu a température uniforme. Il est traversé par un courant électrique
dont la densité J dépend linéairement du champ électrique appliqué si ce dernier
n’est pas trop intense. C’est la loi d’Ohm,

J=0FE, (2.1)

ol o représente la conductivité électrique. Dans un solide cristallin, la conductivité
électrique est un tenseur de composantes o,g. Si les porteurs de charge ont une
charge ¢, la densité de courant électrique J est reliée au flux de particules Jy par
J = q Jn.

En présence d’un champ électrique E = —V ¢, affinité conjuguée de Jy n’est
pas V(—u/T), mais V(=7 /T), ou T = p+ q¢ est le potentiel électrochimique. En
effet, il est alors nécessaire d’inclure dans I’énergie libre F' I’énergie électrostatique,
égale a q¢ par particule. En dérivant F' par rapport au nombre de particules, on
obtient alors, non pas le potentiel chimique p, mais le potentiel électrochimique 7.

Supposons pour simplifier le milieu isotrope en ce qui concerne la conduction
électrique. Le tenseur de conductivité électrique est alors diagonal : 0,3 = 0043-
La formule (1.3) de la théorie générale s’écrit ici :

I
Jy = Lyn V(_T)' (2.2)
A température et densité de porteurs uniformes, Vi = —qFE. La comparaison

avec la loi d’'Ohm (2.1) permet de relier la conductivité électrique o au coefficient

cinétique Lyy :
2

q
= — Lnn. 2.3
o T NN (2.3)

2.2. Conductivité thermique

Si 'on applique un gradient de température a un solide, il en résulte, si le
gradient appliqué n’est pas trop fort, un flux d’énergie dépendant linéairement de
celui-ci. C’est la loi de Fourier,

JE = —K VT, (2.4)
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ol k représente la conductivité thermique. Dans un solide cristallin, la conductivité
thermique est un tenseur de composantes Kq3.

Considérons un solide isolant, dans lequel la conduction de la chaleur corres-
pond au mouvement de phonons. Comme leur nombre n’est pas conservé, leur
potentiel chimique est nul. Le flux d’énergie ne contient donc pas de terme? en
V(—up/T). Si le milieu est isotrope en ce qui concerne la conduction de la chaleur,
le tenseur de conductivité thermique est diagonal : ko3 = kdnp. La formule (1.3)
de la théorie générale s’écrit ici :

1
Jg = Lgg V(T) (2.5)

La comparaison avec la loi de Fourier (2.4) permet de relier la conductivité ther-
mique k d’un isolant au coefficient cinétique Lpp :

1

2.3. Coefficient de diffusion

Des particules peuvent avoir un mouvement d’ensemble sous ’action d’une
variation spatiale de leur densité. Les exemples sont nombreux : il peut s’agir
du mouvement de particules de fumée dans I’air, de molécules de soluté dans un
solvant liquide, d’impuretés dans un solide, de neutrons dans les substances qui
forment un réacteur nucléaire, .... Ce mouvement est le phénomene de diffusion.

A température uniforme, le courant de particules dépend en général liné-
airement du gradient de leur densité. C’est la loi de Fick,

Jy = —DVn, (2.7)

ou D est le coefficient de diffusion. Ce peut étre dans certains cas un tenseur de
composantes Dqg3.

Dans un milieu isotrope, le tenseur de diffusion est diagonal : Dog = Déng.
La formule (1.3) de la théorie générale s’écrit :

Jy = LnnN V(—%)- (2.8)

Considérons par exemple le cas d’'un mélange fluide binaire dilué, c’est-a-dire
a deux constituants, le solvant et le soluté, en équilibre mécanique a pression

2 . . . . N
Comme nous le verrons au chapitre 5, la situation est différente dans un conducteur, ou la
conduction thermique est essentiellement due aux porteurs de charge.
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uniforme, et a température uniforme. Le gradient de potentiel chimique Vu ne
dépend que du gradient de concentration Vn du soluté :

_ O

Vn. (2.9)

La comparaison entre la formule (2.8) et la loi de Fick (2.7) permet alors de relier
le coefficient de diffusion D au coefficient cinétique Ly :

1
p= Lok

=7 5.| Lw. (2.10)

T

2.4. Relation d’Einstein

Les coefficients de transport o (conductivité électrique) et D (coefficient de
diffusion) sont tous deux reliés au méme coefficient cinétique Ly . En éliminant
Ly N entre les expressions (2.3) et (2.10) de o et de D, on obtient :

1 Ou
D=0c——| . 2.11
GqQOnT (2.11)

Il est usuel d’introduire ici une quantité microscopique, la mobilité de dérive

des porteurs de charge, qui est la vitesse de dérive moyenne acquise par les porteurs
dans un champ unité. Elle est directement reliée a la conductivité par ’équation

0 = Ngup. (2.12)

La relation (2.11) s’écrit alors comme une relation entre D et pup :

D=pp—=| . (2.13)

Si le gaz de particules chargées est un gaz classique, la relation entre coefficient
de diffusion et mobilité s’écrit

kT
D=pp= - (2.14)

ou k désigne la constante de Boltzmann. La formule (2.14) est appelée relation
d’Einstein et joue un role important dans le mouvement brownien.
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3. Principe de Curie

Dans tous les exemples cités ci-dessus, les effets décrits sont des effets “di-
rects”, dans lesquels une affinité produit uniquement un flux de sa quantité con-
juguée. Mais une affinité donnée peut également produire des “effets indirects”,
c’est-a-dire des flux d’autres quantités que sa quantité conjuguée. Nous en verrons
des exemples lors de I’étude des effets thermoélectriques.

Dans la plupart des systemes cependant, les composantes des différents flux
ne dépendent pas en fait de toutes les affinités. C’est une conséquence du principe
de Curie (P. Curie, 1894), dont I’énoncé initial est le suivant : “Lorsque certaines
causes produisent certains effets, les éléments de symétrie des causes doivent se
retrouver dans les effets produits. Lorsque certains effets révelent une certaine
dissymétrie, cette dissymétrie doit se retrouver dans les causes qui leur ont donné
naissance” .

Toutefois, il faut noter que le principe de Curie ne s’applique sous cette forme
simple que si 'effet considéré est unique, ce qui est le cas dans le domaine linéaire
que nous étudions ici. Ce ne serait plus nécessairement le cas en présence de termes
non linéaires, dont 1’existence pourrait entrainer I’apparition de plusieurs solutions
différentes. Dans un tel cas, un effet peut avoir moins d’éléments de symétrie que

la cause®.

L’une des conséquences les plus importantes du principe de Curie est que les
flux et les affinités dont les ordres tensoriels different d’une unité (par exemple,
scalaire et vecteur) ne peuvent pas étre couplés dans un milieu isotrope. Autrement
dit, dans un tel milieu, la production d’entropie se sépare en plusieurs termes, dont
chacun séparément est positif ou nul. De méme, dans un milieu anisotrope, la prise
en considération des propriétés de symétrie spatiale permet de réduire le nombre
des coefficients cinétiques nécessaires pour relier les composantes cartésiennes des
flux a celles des affinités.

4. Relations de réciprocité d’Onsager

En 1931, L. Onsager a avancé I’idée que des relations entre coefficients ciné-
tiques, appelées relations de réciprocité, doivent exister dans tous les systemes
thermodynamiques dans lesquels les phénomenes de transport et de relaxation
sont convenablement décrits par des lois phénoménologiques linéaires. Les relations
d’Onsager permettent en pratique de réduire le nombre de coefficients de transport
indépendants.

Ces relations concernent les éléments non diagonaux de la matrice ||L;x||, qui
décrivent des effets “indirects”. Elles proviennent de la réversibilité des équations
microscopiques du mouvement, c’est-a-dire de leur invariance lorsque 1’on y change
le signe du temps : t — —t. Les équations microscopiques sont en effet invariantes

3 Une solution particuliere d’un probleme peut avoir moins de symétries que les données de
ce probleme.
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par renversement du temps, a condition toutefois de changer en méme temps le
signe du champ magnétique, s’il y en a un, ou du vecteur rotation, si le systéme est
en rotation. Au niveau macroscopique, si le signe du temps est changé, la cause et
l’effet s’interchangent. Avant d’écrire les relations de réciprocité qui en résultent,
il convient d’examiner la facon dont se comportent par renversement du temps les
densités x; des variables extensives conservées ainsi que les affinités F;. De maniere
générale, I’entropie ne dépendant pas de la direction du temps, la source d’entropie
est une fonction impaire de ¢. Chaque affinité est donc de la parité opposée a celle
de son flux conjugué.

Des grandeurs telles que la densité d’énergie, la densité de particules, ou les
variables chimiques (densités de particules des différents constituants) sont invari-
antes par renversement du temps. On dit encore qu’elles sont paires, ou que leur
signature est €; = +1. Les flux J; de ces grandeurs sont impairs. A I'inverse, une
grandeur telle que la densité d’impulsion change de signe par renversement du
temps. C’est une grandeur impaire, de signature ¢; = —1. Le flux (tensoriel) de
cette grandeur est pair.

4.1. Les relations d’Onsager

Dans le cas le plus simple ou les densités x; et x; sont invariantes par ren-
versement du temps, les relations d’Onsager s’écrivent

Lir = L. (4.1)

Par exemple, un gradient de température produit un flux d’énergie, mais peut
également produire un flux de particules, méme lorsque la variable — /1" conjuguée
du nombre de particules est uniforme. Inversement, méme lorsque la température
est uniforme, un gradient de potentiel chimique peut produire un flux d’énergie en
méme temps qu'un flux de particules. Si Jy et Jg désignent les flux de particules
et d’énergie, les formules générales (1.3) s’écrivent, dans un milieu isotrope,

0 1

IJN =LynV(—%)+ Lne V(=5),
Z ! (4.2)
=L —=)+ L —).
JE En V( T)-l— EEV(T)
Les relations d’Onsager prennent ici la forme
Lgny = LyE. (4.3)

Ces relations ont été établies en 1854 par Thomson dans le cadre des effets thermo-
électriques liés a la présence simultanée de flux de particules et de flux d’énergie
dans les conducteurs.
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4.2. Les relations d’Onsager-Casimir

Les relations de réciprocité ont pris leur forme définitive grace a H. Casimir
en 1945. Lorsque les densités x; et xp ont des signatures €; et €, par renverse-
ment du temps, les relations de réciprocité, dites alors relations d’Onsager-Casimir,
s’écrivent

Si €;e, = 1, les coefficients L;; traduisent les couplages entre processus de méme
parité; si ;6 = —1, les coefficients L;; traduisent les couplages entre processus
de parité différente. Ainsi, selon le cas, les relations d’Onsager-Casimir expriment
la symétrie ou I'antisymétrie des coefficients cinétiques.

4.3. Généralisation

Lorsque les processus irréversibles ont lieu en présence d’un champ magnétique
B, et/ou dans un systeéme en rotation a la vitesse angulaire §2, et/ou si les coeffi-
cients cinétiques dépendent de parametres intensifs locaux o; impairs par renverse-
ment du temps?, les relations d’Onsager-Casimir s’écrivent, en toute généralité,

Lix(B,$2,01,...,00) = ¢€;€x Lyi(—B, —982, —01,...,—0y). (4.5)

Il faut toutefois souligner que, sous cette forme générale, les relations d’Onsager-
Casimir relient les coefficients cinétiques de deux systémes physiques qui different
I'un de l'autre par la valeur des parametres B, et/ou §2, et/ou o;. S’il n’y a
ni champ magnétique, ni rotation, ni parametres intensifs impairs, les relations
d’Onsager-Casimir expriment simplement la symétrie ou 'antisymétrie des coeffi-
cients cinétiques d’un systeme donné.

5. Justification des relations d'Onsager

La démonstration détaillée des relations de réciprocité ne peut étre établie
qu’en mécanique statistique, en faisant le lien avec une description microscopique,
par exemple dans le cadre de la théorie de la réponse linéaire. Nous allons donner
ici une justification des relations d’Onsager dans le cas le plus simple, ou B = 0,
2=0,00=0,...,0 =0, et ou les densités x; et x; sont invariantes par
renversement du temps. Les relations d’Onsager prennent alors la forme (4.1).

4 Cest par exemple le cas, dans un fluide, des parametres intensifs conjugués des composantes
de I'impulsion.
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5.1. Fluctuations thermodynamiques dans un systéme couplé a son
environnement

Considérons pour simplifier le cas discret ou un ensemble isolé est constitué
par un systeme faiblement couplé a son environnement. La probabilité d’un état
macroscopique dans lequel les variables extensives X; du systeme varient de 6.X;
autour de leurs valeurs d’équilibre s’obtient au moyen de la théorie des fluctuations
thermodynamiques.

En 1910, Einstein a eu ’idée, pour calculer la probabilité d’'une fluctuation
dans un systeme isolé, d’utiliser la formule fondamentale de Boltzmann pour
I’entropie. L’entropie d’un systeme isolé est proportionnelle au logarithme du nom-
bre d’états microscopiques accessibles : en “inversant” cette formule, on obtient la
probabilité d’une fluctuation. Si le systeme n’est pas isolé, la variation d’entropie
a prendre est celle de ’ensemble isolé global constitué par le systeme et son en-
vironnement. Cette variation est égale a la production d’entropie 6.5; liée aux
changements internes au systeme®. La probabilité d’une telle fluctuation est ainsi
donnée par

0S;
k )

(5.1)

w ~ exp(

ou k est la constante de Boltzmann.

La variation de I’entropie du systeme est de la forme 65 = §S.+6.5;, ou 6.5; est
le terme de production d’entropie et 6S. = ), F; 6X; le terme d’échange d’entropie
(les F; désignant les valeurs d’équilibre des parametres intensifs conjugués des
X;). La probabilité d’une fluctuation caractérisée par les variations 65 et 6 X; de
I’entropie du systeme et des variables extensives s’écrit donc

w ~ exp[% — % ZFZ 6X;]. (5.2)

Par exemple, dans le cas particulier d’un fluide & un seul constituant & nombre
de molécules constant, en équilibre thermodynamique a température et pression
constantes, la probabilité d’une fluctuation dans laquelle ’entropie, I’énergie et le
volume varient respectivement de 65, 6 FE et 6V s’écrit

OF —T6S + pbV
w ~ exp(— T p ), (5.3)

ou T et p sont les température et pression d’équilibre.

5 s s .
Nous supposons, comme précédemment, que tous les processus concernant I’environnement
sont réversibles, sans production d’entropie.
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5.2. Démonstration d’une identité

Revenant au cas général, nous allons tout d’abord montrer que

ou le symbole (...) désigne la moyenne calculée a I’aide de la distribution w. Dans
la formule (5.4), les forces généralisées F; s’identifient aux fluctuations 6F; des
parametres intensifs associés. On a, d’apres la formule (5.2),

ow 1

La définition de la valeur moyenne (6X;F;),
(6X,F;) = / w6 X; Fy [ [ d(6X1), (5.6)
!

devient, en utilisant la formule (5.5),

(6X:F;) = —k 3—2 F; 1:[ d(6X)). (5.7)

Or on a l’identité :

0 — OF; ow
(9—Fi/w}—j Hd(éXz) = waFi Hd((SXz) +/8Fi F; Hd(éXl). (5.8)

Le premier membre de l'identité ci-dessus est nul, puisqu’il représente la dérivée
de la valeur moyenne d’une fluctuation, qui est une quantité nulle. Par ailleurs,
O0F;/0F; = —6;;. 1l vient donc

ow
3F, Fi [T d6x1) = 655, (5.9)
l

d’ot 'on déduit immédiatement la formule (5.4).

5.3. Régression des fluctuations

Calculons maintenant la fonction de corrélation (6X;0Xy(7)) des fluctuations
thermodynamiques de deux grandeurs extensives X; et Xj. Celles-ci ayant été
supposées invariantes par renversement du temps (¢; = ¢, = +1), on a

(6X;6 X (1)) = (6 X;:6 X (—T)), (5.10)
et, en utilisant la propriété de stationnarité,

(6X;6X (1)) = (6X:(1)8X}). (5.11)
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Apres dérivation par rapport a 7, il vient :

(6X;6Xy) = (6X:6X},). (5.12)

On fait maintenant I’hypothese que les fluctuations régressent (c’est-a-dire
relaxent) selon les mémes lois que les grandeurs macroscopiques elles-mémes,
autrement dit que

6Xi =Y LijFj,  6Xp=Y Li;F;. (5.13)
J J

On déduit de I’équation (5.12) que

D Ly (6X:Fj) = Lij (60X Fj). (5.14)

J J

En utilisant la formule (5.4), on obtient alors la relation de réciprocité d’Onsager
relative aux coefficients L;j et Ly;. Elle s’écrit ici sous la forme (4.1) d’une relation
de symétrie, puisque les grandeurs X; et X, ont été supposées invariantes par
renversement du temps.

Nous n’avons en réalité présenté ici qu’une justification — et non une véritable
démonstration — des relations de réciprocité. En particulier, nous avons supposé,
sans que cela repose ici sur une base microscopique, que les fluctuations relax-
ent en suivant les mémes lois que les grandeurs macroscopiques. Les arguments
avancés ci-dessus mettent cependant clairement en évidence le lien entre les rela-
tions d’Onsager et la réversibilité des équations microscopiques du mouvement.

6. Théoreme du minimum de la production d’entropie

Parmi les phénomenes irréversibles, il y a une classe importante de processus
qui jouent un role analogue a celui des états d’équilibre en thermodynamique.
Ce sont les processus stationnaires soumis a des contraintes extérieures et dans
lesquels les variables d’état sont indépendantes du temps. I. Prigogine a montré en
1945 que les états stationnaires hors d’équilibre peuvent étre caractérisés par un
minimum de la production d’entropie. Pour démontrer ce théoreme, il faut faire
des hypotheses relativement restrictives : le systeme doit étre décrit par des lois
linéaires phénoménologiques avec des coefficients cinétiques constants (obéissant
aux relations de réciprocité), en présence de conditions aux limites indépendantes
du temps.

Dans les états stationnaires hors d’équilibre, toutes les variables d’état sont,
par définition, indépendantes du temps. En ce qui concerne ’entropie, on a donc :

ds _dS.  dS: _
dt — dt dt

0. (6.1)
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Dans ’équation ci-dessus, dS./dt traduit ’échange d’entropie entre le systéme et
son environnement et dS;/dt est la production d’entropie liée & des changements
internes au systeme. Posons

dS. dsS;

La production d’entropie est nécessairement positive ou nulle :

dsS;
P[S] = dt :/‘/Usdvz 0. (63)
On en déduit :
P < 0. (6.4)

Donc, pour maintenir un systeme dans un état stationnaire hors d’équilibre, il est
nécessaire de transférer continuellement de ’entropie du systéme vers le milieu
extérieur.

Pour caractériser la facon dont le systéme évolue vers un tel état stationnaire,
on calcule la dérivée dPjg)/dt. On peut montrer que, si les coefficients cinétiques
sont constants, et si les conditions aux limites imposées au systéeme ne dépendent
pas du temps,

dP[ 5]
<0
dt —

Comme Prg; > 0, la vitesse de production d’entropie (6.5) finit toujours par
s’annuler. Le systeme occupe alors un état stationnaire caractérisé par la plus
faible production d’entropie compatible avec les conditions aux limites qui lui sont
imposées. C’est 1a I’énoncé du théoreme du minimum de la production d’entropie,
dont la démonstration générale est assez lourde, et dont nous donnerons une illus-
tration a propos des effets thermoélectriques®.

(6.5)

6 Voir le chapitre 5.
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5. Les effets thermoélectriques

1. Définition

Les effets thermoélectriques sont des phénomenes associés a la présence si-
multanée de courant électrique et de courant de chaleur dans un systeme. Ces
phénomenes ont été étudiés en 1854 par Thomson. Ils se produisent dans les mi-
lieux conducteurs (métaux ou semiconducteurs), soit spatialement homogenes, soit
en présence de jonctions.

Pour simplifier, nous supposons ici qu’il existe un seul type de porteurs de
charge ¢, qui sont des électrons de charge ¢ = e (e < 0) dans un métal ou dans un
semiconducteur fortement dopé de type n, ou des trous de charge ¢ = —e dans un
semiconducteur fortement dopé de type p. Dans un semiconducteur intrinseque, il
faudrait ajouter les contributions des différents types de porteurs.

On suppose que la densité n des porteurs est uniforme. Le conducteur est
soumis a une température 7'(r) et & un potentiel électrostatique ¢(r) qui peuvent
varier d’'un point a ’autre de I’échantillon, mais qui restent constants au cours du
temps. Comme la densité des porteurs est uniforme, le potentiel chimique local
ne dépend de r que via la température T'(r). On le note u[T'(r)]. Le potentiel
électrochimique local est

fi(r) = plT'(r)] + qo(r). (L.1)

Les inhomogénéités de température et de potentiel électrochimique donnent
naissance a un courant de particules de densité Jy (flux de particules) et a un
courant d’énergie de densité Jg (flux d’énergie). Pour simplifier, nous allons con-
sidérer un milieu dans lequel les flux comme les affinités sont paralleles & une méme
direction, c’est-a-dire un milieu en géométrie unidimensionnelle. Cette géométrie
dans laquelle les flux se produisent dans des fils ou dans des barreaux convient
bien a I'analyse des effets thermoélectriques.

Les affinités conjuguées de Jy et de Jg sont respectivement V[—(z/T)] et
V(1/T). La réponse linéaire du conducteur est donc du type

m 1
Iy = LynV(=2) + LygV(%),

I

(1.2)
Jg = LENV(—%) + LEEV(%)
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Comme le nombre de particules et I’énergie sont des grandeurs paires par renverse-
ment du temps, la relation de réciprocité d’Onsager est une relation de symétrie,
qui s’écrit Ly = Lyg. Les équations (1.2) déterminent les propriétés de transport
du conducteur en régime linéaire. La source d’entropie s’écrit :

oy = JE.V(%) + JN.V(—%). (1.3)

2. Le flux de chaleur

En pratique toutefois, on ne mesure pas expérimentalement le flux d’énergie
JE, mais le flux de chaleur J§, =T'Jg, ou Jg désigne le flux d’entropie. Ce dernier
étant défini par! T'Jg = Jg — iJy, on a

Jo=Ju— . (2.1)

Cependant, il faut prendre garde au fait que ’on peut définir le flux de chaleur
de deux manieres différentes, selon que I'on prend ou non en compte le transport
de la chaleur par convection. Le flux de chaleur J§, contient, outre le terme de
conduction de la chaleur — noté usuellement Jg —, un terme décrivant le transport
de la chaleur par convection. Comme nous le verrons plus loin, J;) et Jg sont reliés
par

Jo=Jdg + spTJIn, (2.2)

ou s, désigne l'entropie par particule. Le terme s,T'Jy est la contribution convec-
tive au flux de chaleur J.

Il est possible de réécrire ’expression de la source d’entropie og en choisissant
comme flux Jy et J§). Les affinités conjuguées de Jy et J§ s'obtiennent comme les
coefficients de ces flux dans la source d’entropie. Celle-ci est donnée par ’expression

(1.3), que 'on réécrit
L1 1__
Les affinités conjuguées de J et de J¢, sont respectivement —(1/T) Vet V(1/T).

En régime linéaire, Jy et J, sont donc donnés par des expressions de la forme

1 1
Jy =—Ln Tvﬁ‘l' LlQV(T)’
1 1 (2.4)
Lo~V + Loy V(=
J5 21TVM+ 22V(T)’

avec la relation de symétrie d’Onsager Lo = Lo;.

L Voir la formule (5.9) du chapitre 3.
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Avant d’analyser les divers phénomeénes contenus dans les équations (2.4), il
est utile de comparer les deux familles de coefficients cinétiques que nous venons
d’introduire dans les systemes d’équations (1.2) et (2.4). En revenant a la définition
(2.1) du flux de chaleur J¢), on montre facilement que les deux familles de coeffi-
cients cinétiques sont reliées par

Ly = Ly,
L2 = Lng — pLnn, Loy = Lgny — LN, (2.5)
Loy = Lpp —iLpy — ALNE + B° Ly,

et, inversement, par

Lyn = L1,
Lyng = L1 + 1Ly, Lgn = Loy + L1y (2.6)
Lgg = Loy +i(Lya + Lay) + 2Ly

3. Conductivité électrique isotherme

3.1. Loi d’°Ohm

Comme la température est uniforme, la densité de courant électrique est
1o
J = qJN = _qul TV,U, (31)

avec Vi = —qE, o E = —V¢(r) est le champ électrique. Lorsque celui-ci est
uniforme, la relation (3.1) n’est autre que la loi d’Ohm J = ¢ E. La conductivité
électrique isotherme o est donnée par

e
= — Lq;. 3.2
o="In (3.2)
Du fait de l'identité des coefficients cinétiques L1 et Ly, on retrouve bien le
résultat établi au chapitre 4 (formule (2.3)).

3.2. Effet Joule

Comme la température est maintenue constante dans le temps, ’énergie dis-
sipée est cédée sous forme de chaleur au milieu extérieur. C’est l'effet Joule.
La puissance dissipée par unité de volume, (dQ/dt)joule, €st donnée par le bilan
d’énergie :

dQ

ar =-V.Jg = —V(Jé +ﬁJN). (33)

Joule

En régime uniforme (densité de porteurs, température et champ électrique
uniformes), la dépendance spatiale de J§ + i N provient uniquement de celle de
7. On a :

vi=-L Jy. (3.4)
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On en déduit que la puissance dissipée par unité de volume est

dQ _Lp (3.5)
dt Joule o

La puissance dissipée par effet Joule dépend uniquement de o.

4. Conductivité thermique en circuit ouvert

On considére un circuit ouvert, dans lequel par conséquent J = qJy = 0.
En présence d’un gradient de température V7, il existe un gradient de potentiel

électrochimique égal a
1 Lo

Vi=—=—VT. 4.1

P=—T1T, (4.1)

Puisqu’il n’y a pas de flux de particules, les flux J§, et Jg sont identiques.

En reportant Iexpression (4.1) de Vi dans I'expression (2.4) du flux de chaleur,
on obtient

Jo =Jg=—kVT, (4.2)

avec

o 1 LyiLoy — LygLoy
L’équation (4.2) est la loi de Fourier de la conduction de la chaleur. Le coefficient
k est la conductivité thermique en circuit ouvert.

(4.3)

En utilisant les relations (2.5), on peut également écrire

1 L —
o 1 LepLny — Lyplen (4.4)
T2 Lyn

Ce résultat est différent de celui qui a été établi au chapitre 4 (formule (2.6)), ce
qui traduit le fait que les contextes physiques ne sont pas les mémes dans les deux
cas. La conductivité thermique décrite ici est due aux porteurs de charge dans un
conducteur, c’est-a-dire a des particules dont le nombre est conservé. Ce n’était
pas le cas au chapitre 4, ot I’'on décrivait le transport de la chaleur dans un isolant,
qui se fait via le mouvement de phonons, dont le nombre n’est pas conservé.

5. Effet Seebeck

La conduction électrique comme la conduction thermique sont des effets “di-
rects”. Nous allons maintenant aborder la discussion des effets “indirects”.

En circuit ouvert, un gradient de température s’accompagne d’un gradient
de potentiel électrochimique donné par 1’équation (4.1). C’est effet Seebeck,
découvert par T. Seebeck en 1821. On pose usuellement

1
, VA= eV, (5.1)
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Dans la formule (5.1), la quantité €, donnée par

€= — —, 5.2
qI" L1y ( )

ou encore, en utilisant les relations (2.5), par

1 LnE

€= q_T(ﬂ_ﬁ)’ (5.3)

est le pouvoir thermoélectrique ou coefficient Seebeck du matériau considéré.

Fig. 1. Schéma de principe d’un couple thermoélectrique

Pour observer 'effet thermoélectrique, on réalise le thermocouple représenté
sur la Fig. 1. C’est un circuit constitué de deux conducteurs différents : deux fils de
pouvoirs thermoélectriques différents € et € sont soudés en A; et As. Les soudures
sont portées a des températures 1 et 15 différentes. En circuit ouvert, il apparait
entre By et By une différence de potentiel

B 1 Bs
¢ — 1 = Vo.dl = - Vi.dl, (5.4)
B, q./)B,
I'intégrale étant prise le long du circuit B;A; A2 Bs. Compte tenu de ’expression
(5.1) de VT, il vient

P2 — 1 = / 2(6' —e)dT. (5.5)

T

La différence de potentiel ¢ — ¢1 correspond a une différence de potentiel
électrochimique et se mesure avec un voltmetre tres résistant, de maniere a ce que
le courant dans le circuit soit pratiquement nul. Une fois étalonné, le dispositif
permet de mesurer la température du point As, celle du point A; étant fixée a
une température de référence 7. La mesure est indépendante de la température
ambiante a laquelle se trouve le voltmetre.
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6. Effet Peltier

L’effet Peltier, découvert en 1834, est 'effet indirect inverse de 'effet Seebeck.
Il fait en effet intervenir les coefficients cinétiques Loy ou Lgy.

6.1. Description

A température uniforme, un courant électrique de densité J = qJy s’accom-
pagne d’un flux de chaleur

Jo =T1J. (6.1)
Dans la formule (6.1), IT est le coefficient Peltier, donné par
1 Loy
m=- -2 6.2
q Ly (6:2)
ou encore, en utilisant les relations (2.5), par
1 Lgn  _
M=- (7 -n) (6.3)

q ‘Lyn

Pour observer 'effet Peltier, on considére une jonction isotherme entre deux
conducteurs différents M et M’, & travers laquelle passe un courant électrique de
densité J. L’interface recoit un courant de chaleur II.J du coté de M et perd
un courant de chaleur ' J du c6té de M’. Il en résulte une absorption ou un
dégagement de chaleur a 'interface, qui vaut, par unité de temps et par unité de
surface,

aQ

- = [ -11)J. (6.4)

Peltier

Ce phénomene est connu sous le nom d’effet Peltier. Il est linéaire en .J : selon
le sens du courant, il se produit a la jonction une absorption ou un dégagement de
chaleur. En pratique, seule la situation correspondant a une absorption de chaleur
présente un intérét. Des dispositifs réfrigérants basés sur l'effet Peltier sont cons-
truits depuis les années 1960. Ils font intervenir des matériaux semiconducteurs.

6.2. Deuxiéme relation de Kelvin

En comparant les formules (5.2) pour le pouvoir thermoélectrique et (6.2)
pour le coefficient Peltier, et en tenant compte de la relation de symétrie d’Onsager
L5 = Loy, on obtient la deuxiéme relation de Kelvin, mise en évidence sur des
bases empiriques en 1854 :

=T (6.5)

La deuxieme relation de Kelvin est une conséquence directe de la relation
d’Onsager. Les quatre coefficients cinétiques associés aux effets thermoélectriques
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peuvent s’exprimer a l'aide des trois parametres indépendants o (conductivité
électrique), k (conductivité thermique en circuit ouvert) et e (pouvoir thermo-
électrique), qui sont accessibles a ’expérience.

6.3. Les flux de chaleur Jg et JZ‘)

Revenons aux formules (2.4) qui donnent le flux de particules et le flux de
chaleur en présence d’'un gradient de potentiel électrochimique et d’un gradient
de température. Si l'on élimine Vi entre les expressions de ces deux flux, et si
l'on tient compte de la seconde relation de Kelvin (formule (6.5)), on obtient
I’expression du flux de chaleur Jo

JoH = —kVT +eqTJy. (6.6)

Le flux de chaleur J§, = T'Js apparait donc effectivement comme la somme de deux
termes : le premier, —xkVT, correspond au transport de chaleur par conduction
thermique dans le gradient de température imposé, le second, € ¢7'Jy, résulte du
transport de chaleur par convection due a ’entrainement des charges électriques.
Tout se passe donc comme si chaque porteur de charge transportait avec lui une
entropie moyenne s, = €q.

7. Effet Thomson

Cet effet se produit lorsqu’un courant électrique traverse un conducteur en
présence d’un gradient de température.

Considérons par exemple un barreau conducteur de température inhomogene
T(r). Lorsqu’'un courant électrique traverse le conducteur, un échange de chaleur
prend place entre le conducteur et le milieu extérieur. Comme nous allons le voir, la
quantité de chaleur échangée est la somme de trois termes, correspondant respec-
tivement a la conduction thermique, a 'effet Joule et a un effet supplémentaire,
appelé leffet Thomson.

Considérons donc le barreau conducteur parcouru par un courant électrique
uniforme de densité J = gJy. Le flux d’énergie est

JE:Jé —}—ﬁJN:—IiVT—i-(E—FEqT)JN. (71)
La puissance dégagée a ’extérieur par unité de volume est

d
d—cf =—-V.Jg =kV.VT - V.[(1+ eqT)JIn], (7.2)

soit, puisque le flux de particules Jy est uniforme,

d
d_cf = KkV.VT — IV (T + eql). (7.3)
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On déduit des équations (2.4), (3.2) et (5.2) que

2

Vi=—eqvT - L Jgy. (7.4)
o
La puissance dégagée a ’extérieur par unité de volume est donc
d 2
d—? — KV.VT — ¢TIy Ve+ L g2, (7.5)
o

soit encore, comme le pouvoir thermoélectrique € est une fonction de la température
locale,

d € 1
d—? = kV.VT — TS—T JVT + J?. (7.6)
Il y a donc trois contributions a ’échange de chaleur avec le milieu extérieur.
Le premier terme est la contribution du phénomene de conduction thermique. Le
troisieme terme est la puissance dissipée par effet Joule, produite par le passage
du courant électrique, méme s’il n’y a pas de gradient de température. Le second
terme correspond a |’effet Thomson et donne la puissance absorbée par le milieu
extérieur par unité de temps lorsqu’un courant électrique de densité J traverse
le gradient de température V1. Le coefficient de Thomson « est défini comme
la puissance Thomson par unité de densité de courant électrique et par unité de
gradient de température,

d
dQ = —aJ.VT, (7.7)
dt Thomson
avec 8
€
7 .
a 5T (7.8)

Par opposition a 'effet Joule, I’effet Thomson est linéaire : selon le sens de J, il y
a en réalité absorption ou dégagement de chaleur.

On peut noter de plus que

oIl
e 7.9
a= o5 = (7.9)

C’est la premiére relation de Kelvin, qui peut aussi s’établir directement a partir
du premier principe de la thermodynamique.

Remarquons que la relation d’Onsager de symétrie entre les coefficients ciné-
tiques ne permet évidemment pas de calculer les trois coefficients de transport o,
k et €. Il est nécessaire, pour en obtenir des expressions explicites, de recourir a un
modele microscopique du transport, basé par exemple sur I’équation de transport
de Boltzmann, ou bien sur la théorie de Kubo de la réponse linéaire.
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8. Théoreme du minimum de la production d’entropie

La démonstration générale du théoreme du minimum de la production d’entro-
pie est assez lourde. C’est la raison pour laquelle nous donnons seulement dans ce
cours une illustration de ce théoreme dans le cas des effets thermoélectriques.

La production d’entropie correspondant aux effets thermoélectriques est don-
née par exemple par la formule (2.3), les flux étant alors reliés aux affinités par les
lois linéaires (2.4). En utilisant ces lois ainsi que la relation de symétrie d’Onsager
Lio = La1, on réécrit la production d’entropie sous la forme

1 _ 1 1 1.2
o5 = L11ﬁ(Vu)2 — 2L12TV'U.V(T) + Log [V(Tﬂ . (81)

Considérons a titre d’exemple ’état stationnaire dans lequel il n’y a pas de
courant de particules. Pour cet état :

1 1

Nous allons maintenant montrer que 'on peut retrouver 'équation (8.2) comme
résultant de la condition que la production d’entropie og est minimale a gradient
de température fixé :

30'5
—2 = 0. 8.3
AVE/T) | o) 53
Comme
0o 1 1
S — = -2|—-L11=Vu+ L3V(=)| =-2J 8.4
ovu/T) |, /1) | R (T)} " 0

les deux conditions Jy = 0 et dog/d(VR/T)| = 0 sont équivalentes.

r (1/T)
L’état stationnaire dans lequel il n’y a pas de transport de particules est
donc, a gradient de température fixé, un état de production minimum d’entropie.
A gradient de température fixé, le systeme établit un gradient de potentiel électro-
chimique tel qu’aucun transport de particules ne se produit. Par rapport a ce degré
de liberté, la production d’entropie a un extremum. Cet extremum ne peut étre
qu’un minimum, puisque la source d’entropie og, qui dans un systeéme linéaire est
une forme quadratique og = )., Lip F;Fi, doit étre toujours positive ou nulle.

On peut montrer que cet état stationnaire est un état stable vis-a-vis de petites
perturbations locales.
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6. Description statistique des systemes
physiques classiques et quantiques

1. Introduction

L’état macroscopique d’un systeme en équilibre ou en équilibre local peut étre
paramétré par un certain nombre de variables extensives ou par leurs densités lo-
cales. En revanche, a ’échelle microscopique, I’état d’un tel systeme n’est pas connu
exactement. Le nombre de degrés de liberté d’un systeme macroscopique est en ef-
fet si grand qu’il est impossible d’en avoir une description microscopique complete.
Comme les grandeurs physiques mesurables expérimentalement sont la plupart du
temps des grandeurs macroscopiques, il est nécessaire, pour pouvoir les déduire
des propriétés microscopiques, de les traiter comme des moyennes statistiques sur
toutes les particules du systeme. C’est pourquoi, bien que les lois microscopiques
soient exactement connues, il est nécessaire d’utiliser des méthodes probabilistes.

Les grandeurs physiques, mesurables expérimentalement, appelées aussi vari-
ables dynamiques, ou observables, dépendent des coordonnées et des impulsions de
toutes les particules du systeme. Leurs moyennes statistiques se calculent, pour un
systeme classique, a l'aide de la fonction de distribution dans I’espace des phases,
et, pour un systeme quantique, a l’aide de I'opérateur densité.

Ce cours ayant pour but de décrire des propriétés de systemes hors d’équilibre,
nous nous attacherons particulierement, dans ce chapitre d’introduction, a étudier
I’évolution temporelle de ces quantités — fonction de distribution dans 'espace
des phases et opérateur densité —, ainsi que des valeurs moyennes auxquelles elles
donnent acces.

2. Fonction de distribution dans I’espace des phases

2.1. Espace des phases

Considérons tout d’abord un systeme classique de N particules, tel par exem-
ple qu’un gaz ou un liquide, systemes dans lesquels les mouvements de translation
des molécules sont bien décrits par les lois de la mécanique classique. Le nombre
N est supposé fixé : le systeme est dit fermé. Un état microscopique de ce systeme
classique est spécifié par la donnée des 3N coordonnées spatiales qi,qo,...,q3n
des centres de masse des particules et des 3N composantes p1, po, ..., psn de leurs
impulsions.
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On peut construire un espace a 6N dimensions dans lequel les coordonnées
sont qq,...,q3N, P1,---,P3n. Dans cet espace, appelé espace des phases, les coor-
données d’espace et les impulsions jouent des roles équivalents. Un point de 'espace
des phases spécifie complétement 1’état microscopique du systeme des N parti-
cules. Quand le systeéme évolue au cours du temps, le point représentatif de son
état microscopique se meut dans ’espace des phases d’une maniere completement
déterminée par les équations microscopiques du mouvement®.

La notion d’espace des phases peut étre étendue au cas ou d’autres degrés
de liberté peuvent étre traités de maniere classique. Un systeme a s degrés de
liberté classiques est décrit par s coordonnées généralisées g; et par s impulsions
généralisées p;. Un état microscopique d’un tel systeme est représenté par un point
dans un espace des phases a 2s dimensions. Dans 'exemple du systeme de N
particules ponctuelles considéré ci-dessus, s = 3N.

Les grandeurs physiques relatives au systeme, appelées aussi variables dy-
namiques, ou observables, sont des fonctions des 6N (ou, plus généralement, 2s)
coordonnées et impulsions (généralisées).

2.2. Ensemble de Gibbs

Lorsque N ou s sont grands?, & un état macroscopique, défini par des condi-
tions macroscopiques données, correspond un nombre extrémement grand d’états
microscopiques. Par exemple, un état macroscopique d’un fluide isolé de N molé-
cules dans une boite est défini par des propriétés macroscopiques telles que ’énergie
et le volume. Un nombre extrémement grand de fagons de répartir les molécules
dans I'espace, et aussi de répartir entre celles-ci ’énergie totale, est compatible avec
ces données macroscopiques. De maniere générale, quand on parle d’un systeme
dans un certain état macroscopique, on se réfere en fait & un nombre extrémement
grand d’états microscopiques. En d’autres termes, suivant une formulation pro-
posée par Gibbs, on se réfere, non pas a un systéme unique, mais a une collection
d’un nombre extrémement grand de systemes identiques, dans des états micro-
scopiques différents, mais dans le méme état macroscopique. Cette collection de
systémes constitue un ensemble statistique, appelé également ensemble de Gibbs.

Les variables dynamiques d’un systeme macroscopique peuvent en principe
étre étudiées en effectuant une moyenne temporelle sur les fluctuations engendrées
par ’agitation thermique microscopique des degrés de liberté individuels. Toutefois
cette moyenne n’est pas toujours facile a effectuer, en particulier pour un systeme
en évolution macroscopique, hors d’équilibre. Suivant 1’'idée proposée par Gibbs,
on peut, au lieu d’étudier un systeme unique en suivant au cours du temps la tra-
jectoire de son point représentatif dans ’espace des phases, construire un nombre

La trajectoire d’un point représentatif dans 1’espace des phases est, soit une courbe simple
fermée, soit une courbe qui ne se recoupe jamais.

2 Pour les systéemes physiques macroscopiques étudiés en pratique, ils sont de 1’ordre du

nombre d’Avogadro.
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extrémement grand A de copies de ce systéme, dans un état macroscopique donné,
donc possédant les valeurs connues des propriétés macroscopiques citées (I’énergie,
le volume, .. .), et étudier & un instant donné les propriétés de I’ensemble des points
représentatifs correspondant aux différents états microscopiques possibles. On peut
ainsi effectuer une moyenne d’ensemble des variables dynamiques.

La mécanique statistique est fondée sur le principe ergodique, qui consiste a
postuler I’équivalence entre moyenne d’ensemble et moyenne temporelle, et dont
nous admettrons ici la validité?.

2.3. Fonction de distribution dans ’espace des phases. Moyenne
d’ensemble

Le nombre N de systémes de I’ensemble de Gibbs étant extrémement grand,
les points représentatifs correspondants sont denses dans l’espace des phases.
Revenant a ’exemple du fluide classique de N particules ponctuelles, on définit la
fonction de distribution dans I'espace des phases f(qi,...,q3n, P1,---,DP3N,t) de
la maniere suivante : la quantité

flai,. - q3n, P1,---,D3N,t)dqi ... dgzn dpy ... dpsn (2.1)

représente la probabilité pour que le point représentatif de I’état microscopique
d’'un systeme de l’ensemble de Gibbs se trouve a l'instant ¢ dans 1’élément de
volume dqj ... dgsn dp; .. .dpsn centré au point (q1,...,q93n,P1,---,p3n). Cette
probabilité s’écrit aussi, de maniere abrégée, f(q,p,t) dqdp.

La fonction de distribution dans l’espace des phases est une quantité positive.
A priori, elle doit étre normalisée de telle sorte que

/f(q,p, t)dgdp =1, (2.2)

ou l'intégration s’effectue sur tout I'espace des phases.

Une fois connue la fonction de distribution dans I’espace des phases, on peut
calculer la moyenne d’ensemble — dépendant du temps — d’une variable dynamique?
A(q,p) comme l'intégrale dans ’espace des phases de cette variable pondérée par
la fonction de distribution :

_ [ Alg,p) f(g,p,t) dgdp
A= b p, 0y dg dp

(2.3)

3 La discussion détaillée des probléemes ergodiques sort du cadre de ce cours.

4 Les variables dynamiques sont des grandeurs physiques fonctions des coordonnées et des
impulsions généralisées, et ne dépendent pas explicitement du temps.
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Il apparait clairement sur la formule (2.3) qu’'une telle valeur moyenne reste
inchangée si la normalisation de la fonction de distribution est modifiée. C’est
pourquoi l'on utilise fréquemment, au lieu de 1’équation (2.2), la convention de
normalisation

1
NIp3N /f(Q7p7 t) dq dp =1, (24)

ou h est la constante de Planck. Cette convention permet d’obtenir la mécanique
statistique classique comme limite de la mécanique statistique quantique. Le fac-
teur 1/N! est associé a I'indiscernabilité des particules. Le facteur 1/h3" permet
de définir I’élément de volume dans 'espace des phases — et donc la fonction de
distribution —, comme une quantité sans dimensions.

Nous allons maintenant étudier 1’évolution temporelle de la fonction de dis-
tribution f(q,p,t).

2.4. Equation de Liouville

Un gaz ou un liquide classique de N particules est décrit par un hamiltonien
H, dépendant des coordonnées q; et des impulsions p; de toutes les molécules
(¢ =1,...,3N). Les équations microscopiques du mouvement sont les équations

de Hamilton :
OH . OH

“op T Tog
Nous allons établir a partir de celles-ci I’équation d’évolution de la fonction de

distribution f(q,p,t). Le nombre de points représentatifs contenus dans un volume
arbitraire v de ’espace des phases est® :

Gi (2.5)

n=N [ fa.p.t)dadp. (2.6)
La vitesse de changement de ce nombre de points est :
dn af
— = —— dq dp. 2.7
7 =N /U 5 dadp (2.7)

Or les points représentatifs ne sont évidemment ni créés, ni détruits. La vitesse de
changement de n doit donc aussi étre donnée par la vitesse avec laquelle les points
représentatifs traversent la surface S entourant le volume v considéré, c’est-a-dire
par

dn
— = —N/ fundS, (2.8)
dt g

ol u représente le vecteur a 6N composantes ¢i,---,q43n, D1, ,P3n €t n le

vecteur unitaire normal a la surface S, orienté vers I'extérieur. Dans ’expression
ci-dessus, l'intégrale de surface peut étre transformée en intégrale de volume :

dn

pri —N/UV.(fu) dq dp. (2.9)

® On utilise dans ce calcul la normalisation (2.2).
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En comparant les deux expressions (2.7) et (2.9) de dn/dt et en écrivant qu’elles
doivent étre identiques quel que soit le volume v, on obtient pour la densité de
points dans 'espace des phases 1’équation de conservation locale :

of +V.(fu)=0. (2.10)
ot
L’équation (2.10) traduit simplement la conservation du nombre de points
représentatifs dans ’espace des phases. Les équations microscopiques du mouve-
ment n’ont pas encore été prises en compte. Pour le faire, on explicite V.(f u),
qui s’écrit, a ’aide des coordonnées et des impulsions généralisées,

3N

N 5
:Z;a—%(f(ji)JrZ@pi(fpi)’ (2.11)

ou encore
V.(fu) = Z {65 G + —pz] + Z Bgz gﬁi] 1. (2.12)

=1

La seconde somme figurant dans I’équation ci-dessus est nulle : c¢’est une consé-
quence des équations de Hamilton (2.5). Par suite, on a :

3N 9 9
V.(fu)=>)_ [aqfi '-+6—ipi}. (2.13)

=1

En utilisant de nouveau les équations de Hamilton, on peut mettre I’équation de
conservation locale (2.10) sous la forme

OH o0f OH Of
. 2.14
Z <3pi g g 8pz) 0 (2.14)

La somme intervenant dans 1’équation (2.14) est appelée crochet de Poisson® de
H et de f et est désignée habituellement par {H, f}. L’équation (2.14) s’écrit :

Ty =0 (2.15)

C’est ’équation de Liouville, conséquence des équations de Hamilton.

6 11 faut faire attention au signe intervenant dans la définition du crochet de Poisson : la
définition de ce signe peut varier d’un livre a ’autre.
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2.5. Formes équivalentes de I’équation de Liouville

On peut écrire ’équation de Liouville sous d’autres formes équivalentes. Par
exemple, revenant a I’équation de conservation locale (2.10), on peut ’écrire aussi :

% + (u.V)f+ fV.au=0. (2.16)

Compte tenu des équations de Hamilton, V.u = 0. On a donc I'équation de Liou-
ville

af
i 0, (2.17)

ou le symbole d/dt désigne la dérivée particulaire ou hydrodynamique :

d 0

—=—+4u.V. 2.18
dt ot ( )

Sous la forme (2.17), I’équation de Liouville peut s’interpréter comme suit : dans

I’espace des phases, ’ensemble des points représentatifs du systeme se comporte

comme un fluide dont la densité ne change pas lorsque 1’on suit ’écoulement au

cours du temps (fluide incompressible).

On peut aussi, partant de la forme (2.15) de ’équation de Liouville, la réécrire,
de maniere formelle, comme

of .
5 = ~iLf. (2.19)

Dans I’équation (2.19), L est l'opérateur de Liouville classique, défini par son
action sur f,

Lf = —i{H, f}. (2.20)

L’équation (2.19) s’intégre formellement. La fonction de distribution dans I’espace
des phases est, a 'instant ¢,

fla,p.t) =e " f(q,p,t =0). (2.21)

3. Valeurs moyennes des observables classiques

Soit A(q,p) une variable dynamique du systéme (ou observable classique).
C’est une grandeur physique fonction des coordonnées et des impulsions. On
cherche & calculer en fonction du temps la moyenne d’ensemble (A(t)). On peut
adopter deux points de vue différents pour étudier le systeme et calculer une telle
moyenne.
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3.1. Les deux points de vue

Le premier point de vue est celui que nous venons de décrire : 1’évolution
temporelle de la fonction de distribution dans l'espace des phases f(q,p,t) est
gouvernée par I’équation de Liouville. La moyenne d’ensemble d’une variable dy-
namique A(q, p) est donnée par la formule (2.3), soit, en utilisant la normalisation
(2.4),

(A®) = v | Ala:p) Flap.0)dad. (31)

ou encore, de maniere équivalente, a I’aide de 'opérateur de Liouville L,

(AW) = s [ Alap)e " fla.pt =0)dadp, (32)

Dans le second point de vue, les coordonnées et les impulsions généralisées
évoluent au cours du temps — la dépendance en temps de ces quantités étant régie
par les équations de Hamilton, et, par suite, la variable dynamique
A(t) = Alq(t),p(t)] elle-méme évolue au cours du temps. On a, dans ce point

de vue,

A X <8A oA )

A5 (244245, (3.3
dt i1 8qi 8pi

soit, compte tenu des équations de Hamilton (2.5),

dA  NOAOH QA OH
9¢; Opi  Op; 0q;

— = (3.4)

1=1

La somme intervenant dans 1’équation (3.4) est le crochet de Poisson de H et de

A. On a donc ”

ou encore, a l'aide de 'opérateur de Liouville,

dA
@A e 3.6
pri (36)

Cette derniere équation s’integre formellement. La variable dynamique A est, a
I'instant ¢,

Aty =e*"A, A= Alg,p| (3.7)

Dans ce second point de vue, la valeur moyenne d’une variable dynamique est
donnée par

(A(8) = v | AW S(aprt =0)dad. (339
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expression qui peut s’écrire aussi

(AW) = s [ € Alap) Flapit =0)dadp, (39)

Il est important de noter la différence de signe entre les équations d’évolution
de la fonction de distribution (formule (2.19)) et d’une variable dynamique (for-
mule (3.6)) dans les deux points de vue décrits ci-dessus.

3.2. Equivalence des deux points de vue

Les points de vue que nous venons de décrire sont en fait les analogues clas-
siques des points de vue connus en mécanique quantique sous les noms respectifs
de représentation de Schrédinger et de représentation de Heisenberg”. Ces deux
points de vue sont équivalents, en ce sens qu’ils conduisent aux mémes résultats
pour les valeurs moyennes des grandeurs physiques.

Pour établir cette équivalence, on peut tout d’abord démontrer la propriété
suivante de 'opérateur de Liouville,

—/Aﬁqudq:/,CAqudp, (3.10)

propriété qui s’écrit, de maniere plus explicite,

/A{H,f}dqdp:—/{H,A}qudp. (3.11)

L’identité (3.11) se démontre en utilisant des intégrations par parties, et le fait que
la fonction de distribution f s’annule pour ¢; = +00 ou p; = +o00. De la propriété
(3.10), on déduit I’égalité

/A(q,p) et f(q,p,t = 0)dgqdp = /ei“A(q,p)f(q,p,t =0)dgdp. (3.12)

La propriété (3.10) permet ainsi de transférer la dépendance en temps de la
fonction de distribution aux variables dynamiques, et vice-versa. Ceci démontre
'identité des expressions (3.2) et (3.9) de (A(t)), autrement dit I’équivalence en-
tre les deux points de vue en ce qui concerne le calcul des valeurs moyennes de
grandeurs physiques.

7 Voir la Section 5.
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4. Opérateur densité

Le role de la fonction de distribution dans ’espace des phases f(q,p,t) en
mécanique statistique classique est joué en mécanique statistique quantique par
Popérateur densité p(t), dont nous allons donner ici la définition et les principales
propriétés.

4.1. Etats purs et mélanges statistiques

On considere un systeme quantique décrit par un hamiltonien H. Un état pur
(ou état microscopique) est un état de la forme

ou les {|¢n)} désignent les fonctions propres d’un ensemble complet d’observables
qui commutent, et forment donc une base orthonormée. Les nombres complexes
C), sont les coefficients du développement de ’état pur |¢) sur les états |¢,,). La
valeur moyenne d’une grandeur physique (observable) A dans I’état pur |¢p) est
donnée par

(A) = (¢|Al¢) =D (¢nl|Alm) CCrm. (4.2)

n,m

En mécanique statistique, on cherche a décrire des ensembles statistiques de
systeémes dans un état macroscopique donné, c’est-a-dire défini seulement par la
spécification de variables macroscopiques. Un état macroscopique ne correspond
pas a un état microscopique bien défini, mais a la donnée d’un ensemble d’états
microscopiques {|¢;)}, & chacun desquels est associé une probabilité d’occurrence
pi. C’est pourquoi un état macroscopique est appelé aussi mélange statistique. Les
probabilités p; sont positives et normalisées :

sz‘ =1 (4.3)

La valeur moyenne d’une grandeur physique A dans I’état macroscopique considéré
est donnée par

(A) = sz‘ (il Alti). (4.4)

4.2. Opérateur densité

Revenons & Iexpression (4.4) de la valeur moyenne d’une grandeur physique.
Les états {|1;)} du mélange statistique se décomposent sur la base orthonormée

{lon)} -
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En introduisant ce développement dans la formule (4.4), on obtient :

On définit alors 'opérateur densité p comme

p = [Vi)pi (Yil. (4.7)

Cet opérateur est hermitien et non-négatif (ce qui signifie que, pour tout état |¢),
on a(p|p|e) > 0). Il a pour éléments de matrice sur la base orthonormée {|¢,)} :

= (Pmlpldn) = sz (4.8)

Sur cette base, il est caractérisé par la matrice densité, d’éléments p,,,. On a la
relation importante :

(A) = (dmlplén) (Bnl Aldm), (4.9)
c’est-a-dire
(A)y =Tr (pA). (4.10)

La condition de normalisation (4.3) implique que
Trp=> ($ulpldn) =D pi > [Cuil> =) pi=1. (4.11)

Toute l'information sur 1’état macroscopique du systeme est contenue dans 1’opé-
rateur densité p.

Clairement, 1’élément de matrice diagonal pn, = (Pnlplédn) = D, Pi|Cnil?
représente la probabilité moyenne de trouver le systéme dans I'état |¢,). C’est
la raison pour laquelle les éléments diagonaux p,, de l'opérateur densité sont
appelés populations. Les éléments non diagonaux pm, = (¢m|p|¢n) sont appelés
cohérences.

4.3. Equation de Liouville-von Neumann

Chacun des états |1;) du mélange statistique évolue selon ’équation de Schro-

dinger :
d|tpi(t))
h
dt

= H v (t)). (4.12)
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Par conséquent, 'opérateur densité, défini par la formule (4.7), évolue selon I’équa-
tion de Liouville-von Neumann

dp i
—=——[H 4.13
L — 211, (4.13)
que 'on peut réécrire, de maniere formelle, comme
dp
L 4.14
o = —iLp (4.14)

Dans 'équation (4.14), £ est 'opérateur de Liouville quantique®, défini par son

action sur p,
1

Lp= < [H,pl (4.15)
L’équation (4.14) s’integre formellement. Nous supposons a partir de maintenant
que la hamiltonien H ne dépend pas du temps. L’opérateur densité est alors, a

I'instant ¢, . . _
p(t) — e—zﬁt p(t — 0) — e—th/h p(t — 0) eth/h_

Il faut noter ’analogie formelle, due a I'utilisation de l'opérateur de Liouville,
entre cette expression et 'expression (2.21) de la fonction de distribution classique
a 'instant .

Si les {|¢n)} sont les vecteurs propres du hamiltonien H et E,, les énergies
propres correspondantes (H|p,) = E,|¢n)), on a

Prn(t) = pun(t = 0), o
prn(t) = prn(t = 0) e~ Em—En)t/R. :
Sur la base des vecteurs propres de H, les populations sont constantes dans le

temps, et les cohérences oscillent aux fréquences angulaires de Bohr du systeme,
Wimn = (Em — Ey)/h.

5. Valeurs moyennes des observables quantiques

On considére une grandeur physique A (observable) du systéme, dont on
cherche & calculer en fonction du temps la valeur moyenne (A(t)). En mécanique
quantique comme en mécanique classique, on peut adopter deux points de vue
différents pour calculer cette moyenne.

8 L’opérateur de Liouville agit en réalité, non pas dans ’espace des états, mais dans 'espace

des opérateurs : c’est la raison pour laquelle on le désigne quelquefois comme un superopérateur.
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5.1. Les deux points de vue

Le premier point de vue est connu sous le nom de représentation de Schrédin-
ger : 'opérateur densité évolue au cours du temps selon ’équation de Liouville-von
Neumann. La moyenne de A est donnée par

(A(t)) = Tr (p(t) 4), (5.1)

c’est-a-dire par

(A(t)) = Tr (e7 ™t/ p(t = 0) e HV/R A). (5.2)

Dans le second point de vue, connu sous le nom de représentation de Heisen-
berg, ’équation d’évolution d’une observable A est ’équation de Heisenberg,

dA
h— =[AH 5.3
ih 2 = [A,H], (53)

qui s’écrit aussi, en utilisant I’opérateur de Liouville L,

dA
@A e 5.4
pri (54)

Cette derniere équation s’integre formellement. La grandeur A est, a l'instant ¢,
A(t) = £t A = etHt/h g emiHit/h, (5.5)

Ici encore, grace a l'utilisation de l'opérateur de Liouville, il y a une analogie
formelle complete avec I'expression classique correspondante (3.7). Dans le point
de vue de Heisenberg, la valeur moyenne d’une observable A se calcule comme

(A1) = Tr (p(t = 0)A(1)). (5.6)

ce qui donne

(A(t)) = Tr (p(t = 0) e't/h A e tH/R), (5.7)

En mécanique quantique aussi, il faut noter la différence de signe entre les
équations d’évolution de l'opérateur densité (formule (4.14)) et d’une observable
(formule (5.4)) dans les représentations de Schriodinger et de Heisenberg.

5.2. Equivalence des deux points de vue

Les deux points de vue sont équivalents : ils donnent les mémes résultats
pour les valeurs moyennes des grandeurs physiques. Les expressions (5.2) et (5.7)
de (A(t)) sont en effet identiques, ce que I'on vérifie immédiatement en utilisant
I'invariance de la trace par permutation circulaire des opérateurs.
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6. Fonction de distribution et opérateur densité pour un systéme
a I'équilibre thermique

Des formes particulierement importantes de la fonction de distribution dans
I’espace des phases ainsi que de l'opérateur densité sont celles qui décrivent un
systeéme & ’équilibre thermique, dans I’ensemble canonique (dans lequel le systéme
peut échanger de la chaleur avec un thermostat), ou dans I’ensemble grand cano-
nique (dans lequel le systéme peut échanger de la chaleur et des particules avec
un réservoir).

6.1. Equilibre canonique

L’opérateur densité (ou la fonction de distribution) d’un systeme de hamil-
tonien H, en équilibre avec un thermostat a la température T', est I'opérateur
densité (ou la fonction de distribution) canonique

p=Z-1ePH,  B— (kD) (6.1)

ou k est la constante de Boltzmann.

Pour un systeme quantique, la fonction de partition Z est donnée par
Z =Tre 1, (6.2)

La trace porte sur tous les états du systeme.

En mécanique classique, la trace devient une intégrale sur ’espace des phases.
La fonction de partition d’un systeme classique de N particules dans un espace a

3 dimensions s’écrit )
AT / e PH dq dp. (6.3)

6.2. Equilibre grand canonique

Dans I’ensemble grand canonique, le nombre de particules peut varier. L’opéra-
teur densité (ou la fonction de distribution) d’un systéme de hamiltonien H,
en équilibre avec un réservoir de température 7' et de potentiel chimique p, est
lopérateur densité (ou la fonction de distribution) grand canonique

p =271 e AUH-pN), (6.4)

Pour un systeéme quantique, la grande fonction de partition = est donnée par

2 = Tre PH-1N), (6.5)
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La trace porte sur tous les états avec toutes les valeurs possibles du nombre de
particules.

Pour obtenir la grande fonction de partition d’un systeme classique, on peut
par exemple utiliser la relation générale

[1]

— Z PPN Zn, (6.6)
N=0

dans laquelle on prend pour Zy la fonction de partition classique d’un systeme de
N particules.
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. Les fonctions de distribution d’un gaz clas-
sique dilué et leur évolution

1. Le probleme de la théorie cinétique

Le systeme auquel 'on s’intéresse dans la théorie cinétique classique des gaz
est un gaz dilué de N molécules identiques de masse m contenu dans une boite
de volume V. Le gaz est suffisamment dilué pour étre presque parfait : la distance
moyenne entre molécules, d ~ (V/N)Y/3 est grande devant la portée des forces
intermoléculaires, rg, de sorte que les molécules sont la plupart du temps libres
et indépendantes'. Nous analyserons I'influence des collisions, qui redistribuent
I’énergie entre les molécules, et jouent ainsi un role essentiel dans 1’évolution du
gaz vers ’équilibre macroscopique. Seules seront prises en compte les collisions bi-
naires : celles qui font intervenir plus de deux molécules a la fois seront négligées,
ce qui est tout a fait 1égitime dans un gaz dilué. On suppose aussi que les molécules
n’ont pas de structure interne : ce sont des molécules monoatomiques. Ceci im-
plique I'élasticité des collisions, tout transfert d’énergie a des degrés de liberté
internes étant exclu.

On se place dans le cas ou la température est suffisamment élevée et la den-
sité suffisamment faible pour que les molécules puissent étre représentées par des
paquets d’onde localisés dont les dimensions, mesurées par la longueur d’onde
thermique A = h/v/2mmkT, sont petites comparées a la distance intermoléculaire
moyenne :

h Vi3
< (— . 1.1
V2mmkT (N) (1.1)

Chaque molécule peut alors étre considérée comme une particule classique avec
une position et une impulsion bien définies. Les particules sont cependant traitées
comme indiscernables.

Le gaz est alors décrit en mécanique classique par un hamiltonien H dépendant
des coordonnées et des impulsions de toutes les molécules. Les équations micro-
scopiques du mouvement sont les équations de Hamilton. Dans la pratique, 1’étude
au moyen de ces équations d’un gaz macroscopique — pour lequel N ~ 10%® — est

L Plus précisément, un gaz est dit parfait lorsque 1’énergie potentielle d’interaction entre les
molécules est négligeable devant leur énergie cinétique. A température fixée, cette approximation
est d’autant meilleure que le gaz est plus dilué.
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clairement tout a fait impossible, et il est nécessaire de recourir a une description
macroscopique. Les gaz classiques dilués sont historiquement les premiers systemes
a avoir été étudiés dans le cadre de la mécanique statistique, c’est-a-dire du passage
de la description microscopique a une description macroscopique.

La plupart des propriétés d’un gaz classique dilué, qu’il soit en équilibre ther-
modynamique ou hors d’équilibre, sont convenablement décrites au moyen de la
fonction de distribution & une particule f(r,p,t). Par définition,

f(r,p,t)drdp (1.2)

représente le nombre de molécules qui, a 'instant ¢, ont une position dans un
élément de volume dr centré en r et une impulsion dans un élément de volume
dp centré en p. Dans le chapitre 8, nous établirons I’équation de Boltzmann, qui,
sous certaines hypotheses, est ’équation d’évolution de la fonction de distribution
a une particule dans un gaz classique dilué.

Avant de passer a cette étude, il est utile de définir un cadre un peu plus
général dans lequel on introduit diverses fonctions de distribution a une, deux, .. .,
particules ainsi que la structure générale de leurs équations d’évolution.

2. Fonction de distribution dans I’espace des phases et équation
de Liouville pour un gaz classique de N particules ponctuelles
indiscernables

Comme nous 'avons vu au chapitre 6, pour un systeme classique décrit par des
coordonnées généralisées ¢; et des impulsions généralisées p;, la connaissance de la
fonction de distribution dans I’espace des phases — désignée de maniere abrégée par
f(g,p,t) —, permet de calculer la moyenne d’ensemble d’une variable dynamique
quelconque A(q,p) comme l'intégrale dans 'espace des phases de cette variable
pondérée par la fonction de distribution :

_ JA(a.p) f(a,p,t) dgdp

(A(q,p))(t) [ f(a.p0) dadp

(2.1)

Pour un gaz classique de N molécules ponctuelles, considérées comme des par-
ticules indiscernables de positions r; et d’impulsions p; (i =1,..., N), la fonction
de distribution dans I’espace des phases & 6N dimensions, f(r1,p1,...,"n,PnN,1),
est normalisée par la condition

1
NN /f("“1;p1 o, PN, PN, E) drydpy .. dry dpy = 1. (2.2)

En utilisant les notations condensées

dQZ:dTdeZ(Z:L,N), dTN:— (23)
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on peut réécrire la condition de normalisation (2.2) sous la forme plus compacte
/f(”‘1,P1---,’f‘N;pN,t)d7'N21- (2.4)

La fonction de distribution obéit a I’équation de Liouville df /dt = 0, que nous
nous proposons d’écrire de maniere plus explicite, compte tenu du hamiltonien du
gaz.

2.1. Le hamiltonien du gaz

Le gaz est dilué, et les interactions entre molécules sont supposées limitées
aux collisions binaires. Ces interactions sont décrites par un potentiel de paire u
dépendant de la distance mutuelle des molécules.

Ces dernieres sont également soumises, d’une part, a un potentiel scalaire
¢(r,t) tenant compte de la présence éventuelle d’'un champ extérieur, électrique
ou gravitationnel, et, d’autre part, éventuellement, a un potentiel vecteur électro-
magnétique A(r,t).

Le hamiltonien des N particules de masse m et de charge ¢ s’écrit :

N N N

Hy=Y [pi — gA(ri, I S orn )+ 3 ullr — ). (2.5)

: 2m : =
=1 =1 1,_‘7:_1
1<j

Pour un tel systeme, 1’équation de Liouville est de la forme :

af

N N
o +;fi.vrif+;pi.vpif:o. (2.6)

Dans cette équation, V, , désigne le gradient par rapport aux variables de position,
tandis que Vp, désigne le gradient par rapport aux variables d’impulsion. S’il est
clair que, dans I’équation (2.6), 7; représente la vitesse de la particule 4, il apparait
en revanche nécessaire d’expliciter ce que représente p;, tout d’abord pour des
particules sans interactions, puis pour des particules en présence d’interactions de
paire. Nous commencerons par étudier le cas d’une particule unique.

2.2. Equations du mouvement pour une particule unique dans un
champ électromagnétique

Le hamiltonien d’une particule unique de masse m et de charge ¢ en présence
des potentiels scalaire et vecteur ¢(r,t) et A(r,t) s’écrit

[p — qA(r, 1))

+q9(r, 1). (2.7)
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Les champs électrique et magnétique sont obtenus a partir des potentiels
scalaire et vecteur comme

DA(r,1)

E(r.t) = =Vo(rt) + —5—, (2.8)

B(r,t) =V x A(r,t).

L’ensemble des deux potentiels ¢(r,t) et A(r,t) constitue une jauge. La jauge
n’est pas unique : les potentiels ¢'(r,t) et A’(r,t), définis par

o r, 1) = olr,1) = 5 (1)
A'(r,t) = A(r,t) + Vx(r,t),

(2.9)

ou x(r,t) est une fonction quelconque de r et de t, décrivent le méme champ
électromagnétique que les potentiels ¢(r,t) et A(r,t). Plusieurs choix de jauge
sont possibles pour un champ électromagnétique donné.

Les équations de Hamilton s’écrivent

dr
- = h. 2.1
et J
P
— = -V, h. 2.11
dt r ( )

Tout d’abord, I’équation (2.10), qui se réécrit

dr —qA(r,t

dr_p—aAlrt) (2.12)

dt m
montre qu'en présence d'un potentiel vecteur A(r,t) la relation entre I'impulsion
p et la vitesse v = dr/dt d’une particule n’est pas simplement p = mwv, comme en
I’absence de potentiel vecteur, mais

p =mv + qA(r,t). (2.13)

La quantité de mouvement mwv est une grandeur physique véritable, indépendante
de la jauge. En effet, en présence de champs électrique et magnétique, m dv/dt est
égal a la force de Lorentz

m— = q[E(r,t) + v x B(r,t)], (2.14)

qui ne fait intervenir que les champs, et non les potentiels. L’équation (2.13) mon-
trer qu’en revanche, I'impulsion p dépend de la jauge choisie.
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L’équation (2.11), quant a elle, permet de donner une expression explicite de
dp/dt en fonction des potentiels scalaire et vecteur. Pour trouver dp/dt, on peut
par exemple, en partant de l’expression (2.7) du hamiltonien & une particule h et
de I’équation (2.11), écrire, pour la composante p, de I'impulsion,

dp.  Do(r,t) . DA(r,1)
dt 1 ox +av. or

Ce résultat peut s’obtenir également (un peu moins directement) de la maniére
suivante. On déduit de ’équation (2.13) que

dp dv dA(r,t)

(2.15)

=m — —_— 2.1
g~ a4 Ta (2.16)
égalité qui s’écrit aussi sous la forme
dp dv 0A(r,t)
— =m— —_— V)A(r,t). 2.1
Par suite, en utilisant ’expression (2.14) de m dwv/dt, on obtient
d 0A(r,t
d—? =q[E(r,t)+v x B(r,t)] + ¢ % +q(v.V)A(r,t). (2.18)
L’expression de dp/dt fait donc intervenir les potentiels scalaire et vecteur :
d
= —qVo(r ) +qu x (VX A(r 1) +¢(0.V)A(r,t).  (2.19)
On retrouve bien, pour dp,/dt, l'expression (2.15). On écrira dans la suite
dp/dt = X, ou X représente la force due aux potentiels scalaire et vecteur,

différente de la force de Lorentz, et dont I’expression explicite figure au second
membre de ’équation (2.19).

2.3. Equation de Liouville pour des particules sans interactions

Dans le cas simple ou les particules n’interagissent pas, le hamiltonien Hy se
réduit a une somme de termes a une particule :

Hy =Y h(ri,p;). (2:20)

Pour un gaz classique de particules sans interactions, I’équation de Liouville
(2.6) s’écrit par conséquent sous la forme

af N N
e +;vi.vrif+;xi.vpif:0, (2.21)

ol v; désigne la vitesse de la particule 7 et X; la force due aux potentiels scalaire
et vecteur agissant sur celle-ci. L’opérateur de Liouville, défini par son action sur
la fonction de distribution (0f /0t = —iLf), est donc :

N N
L=—i (Z 0. Ve, + > X .Vpi> : (2.22)
=1 1=1
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2.4. Equation de Liouville pour des particules effectuant des colli-
sions binaires

Lorsque I'on prend en compte les collisions binaires entre particules, c’est-a-
dire les interactions de paire, la force agissant sur la particule ¢ est la somme de la
force X; et des forces exercées par les autres particules. Revenant a la forme (2.5)
du hamiltonien Hy, on réécrit alors I’équation de Liouville (2.6) sous la forme

8]" N N

=1

ol la force F; s’exercant sur la particule 7 est

N
F=X;+) Xj. (2.24)
=
Dans I’équation (2.24), X; désigne, comme précédemment, la force due aux po-
tentiels scalaire et vecteur, et X,;; = —V, u(|r; — r;|) désigne la force exercée par
la particule j sur la particule 1.

3. Fonctions de distribution réduites et hiérarchie BBGKY

De maniere générale, on peut, une fois connue la fonction de distribution dans
lespace des phases f(q,p,t), calculer la moyenne d’ensemble (A(t)) de n’'importe
quelle variable dynamique A(q, p) & partir de la formule (2.1).

3.1. Fonctions de distribution réduites

Dans un gaz classique de N molécules ponctuelles, traitées comme des parti-
cules indiscernables de positions 7; et d'impulsions p; (i = 1,..., N), et dans lequel
les interactions entre molécules sont limitées aux collisions binaires, les variables
dynamiques intéressantes en pratique sont, soit des fonctions des coordonnées et
des impulsions d’un petit nombre de particules, soit des sommes de fonctions de
ce type.

Par exemple, ’énergie cinétique totale du gaz est la somme des énergies
cinétiques individuelles [p; — qA(r;,t)]?/2m (variables dynamiques & une parti-
cule). De méme, les interactions entre les molécules étant limitées aux collisions
binaires, I’énergie potentielle totale du gaz est la somme des énergies potentielles
dans le champ extérieur (variables dynamiques a une particule) et des énergies po-
tentielles de paire (variables dynamiques a deux particules). Les valeurs moyennes
de I’énergie cinétique totale et de I’énergie potentielle totale s’obtiennent comme

(Ec(t)) :/ [Z i —q::gm,t)]Q] f(ri,p1,...,7n, PN, t)dTN (3.1)

2
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et
N N
(B, (1)) = / S o(rit)+ 3 ulri— i) | Frupr,. .y pa, D dry. (3.2)
= ko7
Clairement, pour calculer des moyennes de ce type, il n’est pas nécessaire de
connaitre la fonction de distribution complete f(ry, p1,..., 7N, PN, t). Celle-ci con-
tient en effet, outre I'information pertinente, des informations sur les corrélations
entre trois, quatre, ..., particules. Il suffit en fait de connaitre les fonctions de dis-

tribution réduites & une et & deux particules, f (ry, p1,t) et f®(r1, p1, re, pa,t),
définies par

1 1
1 _
fO(ry,p1,t) = hg—Nm/f("”hph---ﬂ“NapN,t)sz---dQN (3.3)
et
) t)= ! t)dQ;...dQ
[T, p1, 72, P2, )_M—Nm f(ri,p1,..., 7N, PN, 1) dQs .. dQy.

(3.4)
On a les relations

/f<1> dy = N, /f<2> dQ; dQy = N(N — 1), (N —1)fO = /f<2> dQs.

(3.5)
Plus généralement, on peut introduire les fonctions de distribution réduites
A un nombre quelconque n de particules (1 < n < N), f™)(ry,p1,..., 70, Pn,t),

définies par

f(n)(rlaplv' - 7Tn7pn7t)
1
= — fn)'/f(’l"l,pl,...,’l"N,pN,t)dQn—l—l---dQN-

(3.6)

Ainsi, f(") est proportionnelle & la densité de probabilité de trouver & Pinstant ¢
une molécule en 71, p1, une autre en ro, ps, ..., et une n-ieme en r,, p,, quelles
que soient les positions et impulsions des (N — n) autres molécules. Les fonctions
de distribution ainsi introduites sont bien str appelées réduites parce qu’elles ne
dépendent que d’un nombre limité de parametres.

Les fonctions de distribution réduites les plus utiles en pratique — et les
plus simples & manipuler — sont f() et f(2). Nous allons ici établir les équations
d’évolution pour ces deux quantités dans un gaz dilué, dans lequel les seules inter-
actions entre molécules prises en compte sont les interactions de paire.
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3.2. Equation d’évolution de f() : cas sans collisions

Dans le cas de particules sans interactions, I’équation de Liouville pour la
fonction de distribution compléte f est I’équation (2.21). Pour en déduire une
équation d’évolution pour f(1), on integre cette équation sur dfs...dQy dans
tout ’espace des phases.

Le calcul repose sur la propriété suivante : la fonction de distribution dans
l'espace des phases f s’annule lorsque 'un de ses arguments (excepté t) devient
infini. C’est 1a une condition mathématiquement nécessaire, puisque f doit étre
normalisable. Physiquement, le fait que f s’annule lorsque la particule atteint les
parois du récipient traduit "impossibilité pour la particule de quitter le récipient
(il lui faudrait acquérir une énergie potentielle infinie). De méme, le fait que f
s’annule lorsque l'impulsion devient infinie correspond a I'impossibilité pour la
particule d’acquérir une énergie cinétique infinie. Tous les termes dans lesquels
la présence d’une dérivée permet de réduire d’une unité le nombre d’intégrations
successives conduiront a un résultat nul en vertu de la propriété énoncée ci-dessus.

On peut montrer ainsi que les termes du premier membre de 1’équation de
Liouville (2.21) donnent apres intégration sur d€)s . ..d€2x une contribution égale
a

Af W (ry, p1,t
(N—l)!{ ! (g; = )+v1.vr1f<1><r1,p1,t>+X1.vp1f<”<n,p1,t>}

(3.7)

En I’absence de collisions, la fonction de distribution a une particule obéit
donc a I’équation d’évolution

afm
ot

+ 0.V Y+ XV, fOD = 0. (3.8)

L’équation (3.8) est une simple équation de conservation. Elle est identique a
I’équation de Liouville d’un systéeme qui se réduirait & une particule unique et
dont 1’espace des phases aurait donc 6 dimensions.

3.3. Equation d’évolution de f(1) en présence des collisions binaires.
Hiérarchie BBGKY

On part maintenant de I’équation de Liouville (2.23). Les interactions de paire
donnent une contribution supplémentaire a 9 /0t égale &

N N

1
=1 j=1
i
Cette contribution est une somme de (N — 1) termes, correspondant aux diverses
valeurs de l'indice j. Ces termes sont tous égaux, car, les particules étant indis-
cernables, la fonction de distribution f est symétrique par rapport a ses divers
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arguments. Compte tenu de la définition (3.4) de f(?, la contribution d’un terme,
apres intégration sur df2s...dSdy, est égale a

1
o1 / X12.Vp, P d,. (3.10)

Finalement, en présence d’interactions de paire (collisions binaires), la fonction de
distribution a une particule obéit a ’équation d’évolution

af
ot

+v1.Ve, fY 4+ X,.V,, fO 4 /Xu.vplf@) dQs = 0. (3.11)

L’équation d’évolution de la fonction de distribution & une particule f(!) dépend
ainsi de la fonction de distribution & deux particules f(2).

De méme, I’équation d’évolution de f(?) dépend de f®) :

af®
ot

+v1.V, 1f(g) +172-Vr2f(2) + (X, +X12)-Vp1f(2) +(Xo +X21)-Vp2f(2)

+ /(Xlg.vplf@) + X23.Vp, ) dQs = 0. (3.12)

On peut, de maniére analogue, écrire I’équation d’évolution de f(™) : cette
équation fait intervenir f(®*1). On obtient ainsi de proche en proche une chaine
d’équations, dont la derniere, pour n = N, n’est autre que I’équation de Liouville
pour la fonction de distribution complete fV) = f. Aucune de ces équations, sauf
la derniére, n’est fermée : il faut connaitre f(**t1 pour pouvoir étudier 1’évolution
de (). L’ensemble de ces équations, pour n variant de 1 & N, constitue la
hiérarchie BBGKY, d’apres N.N. Bogoliubov, M. Born, M.S. Green, J.G. Kirk-
wood et J. Yvon.

Ce systeme d’équations en chaine, faisant intervenir des fonctions & un nombre
réduit mais croissant de variables, est exact et équivalent a ’équation de Liouville
si on le considere dans son ensemble. Tant qu’aucune approximation n’est faite,
ce systeme est valable quelle que soit la densité du gaz, pourvu toutefois que ’on
reste dans le cadre des interactions de paire, c’est-a-dire des collisions binaires.
Son intérét est de permettre des approximations, qui conduisent a tronquer la
hiérarchie & un certain niveau (en pratique, apres f(1)).

Un exemple d’une telle approximation est fourni par I’équation de Vlasov, ap-
plicable aux plasmas dilés, approximation dans laquelle on néglige les corrélations
entre molécules dans I’espace des phases.
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4. L’équation de Vlasov

4.1. Approximation de champ moyen

Revenons a la hiérarchie BBGKY, et supposons que dans I’équation (3.11) on
remplace la fonction de distribution a deux particules par ’expression approchée

f(Q)(T17r27p17p27t) = f(l)(rlaplat)f(l)(r%p%t)' (41)

Les corrélations dans ’espace des phases sont négligées. L’équation (3.11) devient :

afm
ot

+o1. Ve, fY (X + /X12f<1>(r2,p2,t) Q). Vp, fM =0.  (4.2)

La force [ Xio f(l)(’f‘g,pg,t) dS)s, produite en moyenne par les autres particules,
s’ajoute donc a la force extérieure X;. L’approximation faite en négligeant les
corrélations dans l’espace des phases est une approximation de champ moyen. Le
champ moyen dépend cependant lui-méme de la fonction de distribution & une
particule, quantité que l'on cherche a déterminer. Cette équation a été proposée
par A.A. Vlasov en 1937 pour ’étude de I’évolution d’un plasma — c’est-a-dire
d’un gaz fortement ionisé — dilué.

Dans un tel milieu, les forces coulombiennes entre particules jouent un réle tres
important. Leur effet principal est ’effet collectif de champ moyen, plus important
que celui des collisions binaires. Notons que ce cas se distingue de celui des gaz
dilués dont nous avons parlé dans l'introduction de ce chapitre : dans un plasms,
la portée des forces intermoléculaires est supérieure a la distance moyenne entre
molécules voisines.

4.2. Invariance par renversement du temps

Il convient ici de souligner quelques propriétés liées au renversement du temps.
Au niveau microscopique le hamiltonien H du systéme ne dépend que des coor-
données généralisées ¢; et des impulsions généralisées p;. Les équations de Hamilton
sont invariantes lorsque ’on change le signe du temps : t — —t. Il en est de méme
pour I’équation de Liouville pour la fonction de distribution complete f, ainsi que
des équations de la hiérarchie BBGKY, tant qu’aucune approximation n’y est faite.

L’invariance par renversement est préservée par ’approximation de décorré-
lation (4.1). En conséquence?, I'équation de Vlasov, comme I’équation de Liou-
ville, est invariante par renversement du temps : si 'on change t en —t dans
I’équation de Vlasov (4.2), il faut changer simultanément p en —p et I’on constate
que fO)(r, —p, —t) vérifie la méme équation que ) (r,p,1).

L’équation de Vlasov décrit en fait le début de I’évolution d’un gaz ionisé
(plasma) dilué hors d’équilibre, mais ne peut pas décrire le processus irréversible
qui amene finalement ce plasma a 1’équilibre macroscopique.

2 Ce ne sera pas le cas de ’équation de Boltzmann décrivant I’évolution de la fonction de
distribution & une particule dans les gaz dilués, équation qui sera introduite au chapitre suivant.
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5. Invariance de jauge

Les équations d’évolution écrites dans ce chapitre ont été obtenues dans le
cadre du formalisme hamiltonien de la mécanique classique, qui fait appel aux
potentiels, et non aux champs. Elles ne sont donc pas invariantes de jauge. Pour
faire apparaitre explicitement 'invariance de jauge de la mécanique classique, il
est nécessaire de travailler a ’aide de grandeurs indépendantes de la jauge, telles
que la position et la vitesse des particules.

Nous nous proposons de discuter cette question sur un exemple simple, celui
de ’équation de Liouville dans ’espace des phases & une particule (équation (3.8)).
Cette équation, obtenue dans le cadre du formalisme hamiltonien, est une équation
de bilan dans l’espace des phases a une particule. L’état d’une particule a un
instant donné y étant défini par la donnée de sa position r et de son impulsion
p, I’équation de Liouville pour la fonction de distribution a une particule, notée
simplement dorénavant f(r,p,t), dépend donc de la jauge choisie.

Pour obtenir une équation invariante de jauge, on écrit I’équation d’évolution
pour la fonction de distribution F(r,v,t), dont les arguments sont indépendants
de la jauge. Par définition,

F(r,v,t)drdv = f(r,p,t)drdp, (5.1)

soit encore
F(r,v,t) =m? f(r,p,t). (5.2)

Pour déduire de 1’équation de Liouville (3.8) pour f ’équation de Liouville,
invariante de jauge, vérifiée par F', on multiplie tout d’abord 1’équation (3.8) par
m3 :

(9 9 7t .
m? LY s 9, frp ) 4w bV frp ) =0, (53)

e Considérons tout d’abord le terme m? df/dt. Comme

m (1) = F(r, P20 (5.4
on a :
Mg—@—ig&ﬂmﬂ (5.5)

o ot m ot
e Considérons ensuite le terme m?v.V, f. On a

B OF 0A, OF 0A, OF 0A,

mSa—f c')_F_i ( + + )
or Or m 4 v, Oz dvy Oz Ov, Ox "/’
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ainsi que des relations analogues pour df /9y et 0f/0z. Le terme m?3v.V, f est
donc égal a :

OF 0A, N OF 04, N OF 0A,
ov, Ox ovy Oz ov, Ox
y (8F 0A, n OF 0A, n oF 8AZ)
Y 0v, Oy Ovy Oy ov, Oy
” (aF 0A, N OF 0A, n OF 0A, }
“\Ov, Oz dvy 0z ov, 0z |

)+

v.V  F — i q{vm (
m

(5.7)
e Considérons enfin le terme m? p.V, f(r,p,t). Tout d’abord, on a :
m3 Vo f(r,p, ) = % v, F(r,v,1). (5.8)
Comme
p=gq[E(r,t)+vx B(r,t)]+q¢ % +q(v.V)A(r,t), (5.9)

est une somme de trois termes, la quantité m? p.V, f(r, p, t) s’écrit également sous
la forme d’une somme de trois termes.

Le premier terme fait intervenir la force de Lorentz :

1
— q[E(r,t)+v x B(r,t)].VF. (5.10)
Le second terme est L 9@
r
—qg—2V,F 11

et compense le terme de signe opposé apparaissant dans la contribution (5.5).

Le troisiéme terme est

%q(v.V)A(r,t).VvF. (5.12)

Explicitons ce troisieme terme. Il est égal a :

1 ( aAw+ 8Ax+ E)Aw) E)F+
m N\ g T y Y275, v,
0A, 0A, 0A,, OF
ox Tty oy T 0z ) 8vy+
(o 0A, . 0A, L (9Az) oOF
T Ox Y oy * 0z’ Ov,

(v,
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Ce terme compense un terme de signe opposé figurant dans l’expression (5.7).

Finalement, en regroupant toutes les contributions, et en tenant compte des
compensations évoquées ci-dessus, I’équation de Liouville invariante de jauge pour
la fonction de distribution F(r,v,t) s’écrit simplement :

OF (r,v,t)

1
5 +v.V, F(r,v,t) + pon [E(r,t) +v x B(r,t)].V, F(r,v,t) = 0.

(5.14)
Il convient de noter que dans cette équation invariante de jauge la force est la force
de Lorentz, qui ne fait intervenir que les champs, et non les potentiels.
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8. L'équation de Boltzmann

1. Formulation du probleme

L’équation de Boltzmann est, sous certaines hypotheses, I’équation d’évolution
de la fonction de distribution & une particule f(!) — que nous noterons dorénavant
simplement f — dans un gaz classique dilué.

Un gaz dilué est un gaz presque parfait : la distance moyenne entre molécules,
d ~ (V/N)'/3, est grande devant la portée des forces intermoléculaires, 7. Les
seules collisions prises en compte sont les collisions binaires. Méme rares, les col-
lisions redistribuent 1’énergie entre les molécules, et jouent ainsi un role essen-
tiel dans I’évolution du gaz vers 1’équilibre thermodynamique. Le gaz est isolé et
enfermé dans une boite de volume V. Un champ extérieur, par exemple électro-
magnétique ou gravitationnel, peut toutefois agir sur les molécules. Le mouvement
de celles-ci entre les collisions est décrit par la mécanique classique.

Nous allons chercher a établir ’équation d’évolution de f par un argument
direct!. L’idée fondamentale est que, dans un gaz dilué dans lequel 7y < d, une
molécule n’interagit jamais avec plus d’une autre molécule a la fois, et se meut
librement entre deux collisions. Chaque collision a une durée 7y beaucoup plus
courte que le temps moyen T séparant deux collisions®. Ainsi, dans un gaz dilué,
les molécules, pour I'essentiel du temps, n’interagissent pas avec d’autres molécules,
mais se meuvent librement entre les collisions successives. C’est 'une des raisons
pour lesquelles les propriétés macroscopiques d’un gaz dilué dépendent seulement
de la fonction de distribution a une particule, qui est ainsi la fonction de distribu-
tion centrale de la théorie du transport dans un tel gaz.

D’une maniere générale, les phénomenes de transport décrivent la réponse
d’un systeme maintenu dans des conditions extérieures de déséquilibre. Ce désé-
quilibre est créé par des gradients de potentiel, de vitesse, de température, de
concentration, ..., imposés au sein du systeme. La réponse de celui-ci fait intervenir
des coefficients de transport tels que la conductivité électrique, la viscosité, la

L1 est également possible de I’établir a partir de la hiérarchie BBGKY, en tronquant con-
venablement celle-ci.

2 L’intervalle de temps “moyen” (c’est-a-dire typique) séparant deux collisions est tradition-
nellement appelé temps de collision. Il ne doit pas étre confondu avec la durée (beaucoup plus
courte) d’une collision.
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conductivité thermique, le coefficient de diffusion, .... Apres avoir établi, dans
le présent chapitre, I’équation de Boltzmann, nous montrerons, dans un chapitre
ultérieur, comment la résolution — moyennant certaines approximations — de cette
équation, permet le calcul effectif des coefficients de transport dans un gaz classique
dilué.

2. Définitions et notations. Echelles de temps et de longueur

2.1. Echelle de temps

Etablir I’équation de Boltzmann pour la fonction de distribution & une par-
ticule dans un gaz dilué consiste a obtenir une expression de df /dt appropriée a
la physique du probleme. Dans cette dérivée, dt ne représente pas un intervalle de
temps infinitésimal, mais un intervalle de temps beaucoup plus long que la durée
7o d’une collision. L’échelle de temps appropriée est donc un intervalle de temps
At > 19. En d’autres termes, a I’échelle At, les collisions sont considérées comme
instantanées.

Toutefois, la dynamique macroscopique, autrement dit 1’évolution macro-
scopique des grandeurs thermodynamiques locales, se fait sur une échelle de temps
longue par rapport au temps de collision 7. Comme nous le verrons par la suite,
I’équation de Boltzmann, quant a elle, permet de décrire I’évolution du gaz vers
un équilibre local. L’échelle de temps pertinente At reste petite par rapport au
temps de collision 7.

L’équation de Boltzmann décrit donc I’évolution de la fonction de distribution
sur une échelle de temps intermédiaire At, c’est-a-dire telle que

0 < At < 7. (2.1)

2.2. Notations

Il est commode d’effectuer quelques changements de notations. Comme nous
pourrons avoir a traiter de systemes de particules chargées en présence de champs
électrique et magnétique, nous choisissons d’utiliser une fonction de distribution
avec des arguments indépendants de la jauge.

Nous posons p = mv. Autrement dit, p désigne dorénavant, non pas I'impul-
sion de la particule, mais sa quantité de mouvement. On écrit alors

dv

— =F 2.2
m = F, (22)

ou F' est la force extérieure agissant sur la particule. Pour une particule chargée en
présence de champs électrique et magnétique, la force extérieure F' figurant dans
I’équation (2.2) est la force de Lorentz.



Notes de cours 1997-1998 : chapitre 8 95

Nous utilisons la fonction de distribution a une particule définie par

ou F(r,v,t) a été introduite au chapitre précédent (équation (5.2) du chapitre 7).
La quantité
f(r,p,t)drdp (2.4)

représente donc le nombre moyen de molécules qui, a 'instant ¢, ont une position
dans un élément de volume dr centré en r et une quantité de mouvement dans un
élément de volume dp centré en p.

2.3. Echelle de longueur

La fonction de distribution change peu sur des distances de 'ordre de la portée
ro des forces intermoléculaires. On peut donc choisir les dimensions de I’élément
de volume spatial dr grandes devant rg. Les collisions se produisant dans I’élément
de volume dr modifient la quantité de mouvement des molécules concernées, mais
laissent celles-ci & I'intérieur de 1’élément de volume considéré. A ’échelle de dr,
les collisions sont traitées comme locales.

2.4. Définitions

L’intégrale de la fonction de distribution a une particule sur toutes les quan-
tités de mouvement est égale a la densité locale n(r,t) de particules au point r &
Iinstant ¢ :

t)=[f(r,p,t)dp (2.5)

L’espace & 6 dimensions engendré par le vecteur (r,p) est appelé traditionnelle-
ment espace-p. Un point de cet espace représente un état d’une molécule du gaz.
A tout instant, ’état d’'un gaz de N molécules est représenté par N points dans
I’espace-p. On a :

N = tydr= [ f(r,p,t)drdp. (2.6)
[rirvar=f

On définit aussi la vitesse moyenne locale des particules :

J f(r,p,t vdp_ffrp, vdp.

u(r,t) = (v) = ff o (1)

Le but de la théorie cinétique est de trouver la fonction de distribution
f(r,p,t) pour une forme donnée des interactions moléculaires.
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3. Forme générale de I'équation d’'évolution

Nous allons établir I’équation d’évolution de f(r,p,t), ou équation de Boltz-
mann, a partir d’un argument physique simple.

3.1. Evolution en I’absence de collisions

En I’absence de collisions, la force s’exercant sur une particule se réduit a la
force extérieure F'. La fonction de distribution a une particule obéit & 1’équation
d’évolution

of
5 +v.V, f+F.V,f=0, (3.1)
identique a 1’équation de Liouville d’'un systeme qui se réduirait & une particule
unique3. Elle traduit la conservation de la densité f(r,p) dans I’espace-f.

3.2. Effet des collisions

En présence de collisions, le nombre de particules a l'intérieur d’un volume
donné de 'espace-p n’est plus conservé, et I'équation (3.1) doit étre modifiée en
conséquence. On écrit formellement

of of
5 POV FYf = (50 (3.2)

ce qui définit (Of/0t)con.. Toutefois, tant que cette derniére quantité n’est pas
explicitée, ’équation (3.2) n’est guere utilisable en pratique. C’est en spécifiant ce
terme que ’hypothese de gaz dilué avec des collisions binaires prendra toute sa
pertinence.

Il est commode d’introduire la notation

0 _
() =R R, (33)
oll R est appelé terme entrant, et R terme sortant. La quantité R dr dpdt repré-
sente le nombre moyen de molécules effectuant une collision entre les instants ¢ et
t 4 dt, 'une des deux molécules se trouvant, avant la collision, dans 1’élément de
volume dr dp autour du point (7, p) de I’espace-y ; de méme, la quantité R dr dp dt
représente le nombre moyen de molécules effectuant une collision entre les instants
t et t + dt, 'une des deux molécules se trouvant, apres la collision, dans 1’élément
de volume dr dp autour du point (r,p) de 'espace-p.

3 Voir I'équation (3.8) du chapitre 7.
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4. Les collisions binaires

Le terme (0f /0t)con. est difficile & expliciter, mais il contient toute la physique
du probleme. Les hypotheses que nous allons faire pour le calculer sont les sui-
vantes :

e seules les collisions binaires sont prises en compte, ce qui est valable si le
gaz est suffisamment dilué,

e les molécules sont monoatomiques, ce qui implique 1’élasticité des collisions,

puisqu’il ne peut pas y avoir d’échange d’énergie avec les degrés de liberté internes?,

e on néglige les effets des parois du récipient,

e les collisions sont considéres comme locales et instantanées (en particulier,
on néglige tout effet éventuel de la force extérieure F' sur les collisions),

e enfin, dans une collision entre deux molécules, on néglige toutes les corréla-
tions éventuelles entre les vitesses des deux molécules avant la collision.

Cette derniere approximation, fondamentale dans la théorie, est appelée
I’hypothése du chaos moléculaire. Cette hypothese, connue également sous son
nom historique allemand de Stosszahlansatz, a été formulée par L. Boltzmann en
1872. Elle est justifiée si la densité du gaz est suffisamment faible.

4.1. Description des collisions en mécanique classique

Soient p; et po les quantités de mouvement des molécules avant la collision et
P} et p, leurs quantités de mouvement apres la collision. La collision étant traitée
comme locale et instantanée, la quantité de mouvement se conserve au cours du
choc :

p1 + P2 = P + ph. (4.1)
La collision étant élastique, 1’énergie cinétique se conserve au cours du choc :
|2

ip1? + |p2|* = P} * + |Ph* (4.2)

En introduisant la quantité de mouvement totale
P =p,+p: (4.3)

et la quantité de mouvement relative®

1

pP=3 (P2 — p1), (4.4)

4 Pour un gaz dans les conditions normales, les degrés de liberté électroniques sont gelés.

La masse associée a la “particule relative” est la masse réduite, qui vaut ici m/2, puisque
les particules sont identiques.



98 L’équation de Boltzmann

ainsi que des variables P’ et p’ définies de maniére similaire, on peut réécrire les
équations du choc (4.1) et (4.2) sous la forme équivalente

P=P (4.5)

et
Ip| = |p|. (4.6)

Etant élastique, la collision produit une rotation de p qui 'amene sur p’ sans
changer son module. La collision est complétement déterminée par la donnée de
P, p ainsi que des angles — dits angles de diffusion — (6, ¢) de p’ par rapport a p.

Le probleme est équivalent a celui de la diffusion d’une molécule par un centre
de forces fictif fixe, représenté par le point O sur la Fig. 1. La molécule s’approche
de O avec une quantité de mouvement p et un paramétre d’impact b. Comme
|p’| = |p|, état final est précisé par les deux angles de diffusion 6 et ¢, désignés
collectivement par ).

Fig. 1. Diffusion d’une molécule par un centre de forces fixe O

La donnée des quantités de mouvement initiales p; et po ne suffit pas a
déterminer completement la collision, parce que le parametre d’impact n’est pas
précisé. Cette donnée définit seulement une classe de collisions avec différents
parametres d’impact, et donc différents angles de diffusion.

On décrit souvent cette classe de collisions en imaginant un faisceau de par-
ticules de quantité de mouvement initiale p, uniformément réparti dans I’espace,
incident sur le centre de forces O. Soit I le flux incident (nombre de molécules
traversant par seconde 'unité de surface perpendiculaire au faisceau incident).
Par définition de la section efficace différentielle de collision o(f2), le nombre de
molécules défléchies par seconde dans une direction contenue dans I’élément d’angle
solide dQ2 est égal a Io () dSD.

Dans cette description classique, on a :

Io(Q)dQ = Ibdbdé. (4.7)
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La section efficace différentielle o(€2) est une quantité directement mesurable. Elle
peut aussi étre calculée si le potentiel intermoléculaire est connu.

Le calcul de o(Q2) doit toutefois étre effectué en mécanique quantique (et non
a partir de la formule classique (4.7)). En effet, bien qu’entre les collisions les
molécules puissent étre considérées comme des particules classiques (la longueur
d’onde thermique A étant tres petite devant la distance moyenne d entre molécules),
le calcul de la section efficace de collision ne peut se faire correctement qu’en
mécanique quantique. On n’a pas en effet A < rg. Sur des échelles spatiales com-
parables a la portée du potentiel diffuseur, la notion de trajectoire perd son sens,
et ’analyse en termes de parametre d’impact n’est pas correcte.

4.2. Propriétés de la section efficace de collision

Nous ne ferons pas ici de calcul détaillé de section efficace. Nous indiquerons
seulement quelques propriétés générales de symétrie de o(£2), valables quelle que
soit la forme particuliere du potentiel intermoléculaire. Posons, pour la collision

{p1:p2} - {pllap/2}7
o(Q) = o(p1, p2|py, Pb). (4.8)
Les interactions entre molécules étant d’origine électromagnétique, les équations

du mouvement, et, par suite, la section efficace de collision, possedent les propriétés
suivantes :

e invariance par renversement du temps (t — —t)

o(p1,p2[P1, P3) = o(=Py, —P3| — P1, —P2), (4.9)
e invariance par inversion d’espace (r — —r)

o(p1,p2|P1,P2) = o(—p1, —P2| — Py, —Ph). (4.10)

Il est intéressant de considérer la collision inverse {p, pb} — {Pp1, P2}, obtenue
a partir de la collision {p1,p2} — {Pp}, s} en échangeant les états initiaux et fi-
nals. La section efficace pour la collision inverse est o(p], p5|p1,p2). En faisant
jouer successivement l'invariance par renversement du temps et l'invariance par
inversion d’espace (formules (4.9) et (4.10)), on obtient la relation

a(p, Ph|p1, p2) = o(p1, P2|P}, Pb). (4.11)

Les sections efficaces pour la collision originale et pour la collision inverse sont
donc égales. C’est la propriété de microréversibilité.
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5. L'équation de transport de Boltzmann

On cherche maintenant une expression explicite du terme intervenant au sec-
ond membre de ’équation d’évolution de la fonction de distribution f(r,p;,t) en
présence de collisions. Nous réécrivons cette équation ci-dessous :

6f(r7p17 t)

5t +'U.Vrf('r,p1,t)+F.Vp1f(/r,p1,t):R_R, (5.1)

L’hypothese du chaos moléculaire permet d’écrire que, dans un élément de
volume spatial dr autour du point 7, le nombre moyen de paires de molécules
ayant des quantités de mouvement dans les éléments dp; autour de p; et dp-
autour de po est égal a

[f(r,p1,t)drdp;] x [f(r,p2,t) drdps). (5.2)

Le taux de décroissance de f(r,p1,t) du aux collisions, désigné par R dans la
formule (5.1), peut étre obtenu en considérant une molécule située dans 1'élément
de volume spatial dr autour de r et ayant une quantité de mouvement dans
I’élément dp, autour de p;. Dans le méme élément de volume spatial, il y a des
molécules de quantité de mouvement ps qui forment un faisceau de molécules
incidentes sur la molécule de quantité de mouvement p;. Le flux incident corres-
pondant est

I = f(r,p2,t)dp2 |[v1 — 2. (5.3)

Le nombre de collisions du type {p1,p2} — {P},p5} ayant lieu dans ’élément de
volume considéré dr entre les instants ¢ et ¢t + dt est donné par

Io(Q)dQdt = f(r,p2,t) dps |v1 — v2] 0(£2) dQ2 dt, (5.4)

ou () désigne o(p1, p2|p}, p5).- On en déduit I'égalité
Rdrdp, dt = f(r,p1,t) drdp; /dpz /dQ o(Q) dt |vy — vo| f(r,p2,t), (5.5)
qui conduit a

R= f(r.pi,?) /dpg/dQJ(Q) 0y — v £ P, ). (5.6)

Le taux de croissance de f(r,p;,t) di aux collisions, désigné par R dans
la formule (5.1), se calcule de maniére analogue. On s’intéresse pour cela aux
collisions inverses du type {p},p5} — {p1,p2}, ot p; est fixé. On considére donc
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une molécule de quantité de mouvement p| et un faisceau incident de molécules
de quantité de mouvement p). Le flux incident correspondant est

f(r,ph,t) dph vy — vyl (5.7)

Le nombre de collisions de ce type ayant lieu dans 1’élément de volume considéré
entre les instants ¢t et ¢t 4+ dt est

f(r,py, 1) dpf [v] — v3| 0’ () dQ dt, (5.8)
ot1 o’(Q) désigne o (p), ph|p1,p2). Le taux R vérifie donc I'égalité
Rdrdp, dt = /dpé/dﬂa'(ﬂ) dt |v} — 3| f(r, P, t) drdp) f(r,p5,t), (5.9)
soit

Rdp, Z/dpé/dﬂa'(ﬂ)lvi — vy f(r, p,t) dp} f(r,ph,t). (5.10)

Les sections efficaces différentielles o(£2) et o/ (€2) se rapportent a des collisions
inverses I'une de 'autre : ces sections efficaces sont donc égales. Comme par ailleurs

vy — vo| = |v] — VY| (5.11)
et
dp1 dpy = dp’ dps, (5.12)
on a :
R= /dpg/on(Q) lvy — vo| f(7r, P}, t) f(r,ph, t). (5.13)

I1 faut noter que, dans I'expression ci-dessus, p; est fixé, tandis que p} et p, sont
des fonctions de pi, p2 et ().

En rassemblant les résultats (5.6) pour R et (5.11) pour R, on obtient 'expres-
sion de 'intégrale de collision (O f/0t)con. :

(D =R-R= [ [a20@ o —wal (i = 11 619

Dans la formule ci-dessus, o(£2) est la section efficace différentielle pour la collision
{p1,p2} — {P},P,}, et on a utilisé les notations simplifiées

fl = f(’l" D1, )’

f2 f('l" D2, )7

fi = flr,p1t), (519
A t).

f2=

r p27
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En reportant la forme trouvée ci-dessus pour l'intégrale de collision dans
I’équation (5.1), on arrive a I’équation de transport de Boltzmann (1872) :

%+01.Vrfl+F.Vp1fl :/dpg/dQO'(Q) |'v1_'02|(f{fé—f1f2).

(5.16)
C’est une équation intégro-différentielle non linéaire pour la fonction de distribu-
tion a une particule. Le probleme de la théorie cinétique des gaz dilués se ramene
a celui de la résolution de cette équation.

I’équation de Boltzmann n’est pas invariante par renversement du temps. Si
l’on change ¢t en —t dans I’équation (5.16), il faut changer simultanément le signe
des vitesses. Le premier membre change alors de signe, tandis que 'intégrale de col-
lision reste invariante. On constate donc que f™) (r, —p, —t) ne vérifie pas la méme
équation que f(r, p,t). Autrement dit, la dynamique décrite par I’équation de
Boltzmann est irréversible.

6. Quelques remarques

L’hypothese la plus importante dans I’établissement de 1’équation de Boltz-
mann est celle du chaos moléculaire. Elle signifie qu’aucune particule effectu-
ant une collision ne transporte d’information sur les rencontres précédentes. La
mémoire des corrélations dynamiques dues aux collisions précédentes est perdue
avant qu’une nouvelle collision ne commence. Ceci suppose en particulier 7y < 7,
c’est-a-dire une séparation claire des échelles de temps entre la durée d’une collision
7o et I'intervalle de temps moyen 7 séparant deux collisions. L’hypothese du chaos
moléculaire introduit donc une distinction entre ’événement “avant une collision”
et ’événement “apres une collision”, distinction qui est la source de 'irréversibilité
dans I’équation de Boltzmann.

Il est intéressant d’insister sur la différence fondamentale entre 1’équation
de Boltzmann pour les gaz dilués et I’équation de Vlasov pour les plasmas vue
au chapitre précédent. L’équation de Vlasov est valable dans une phase transi-
toire de I’évolution temporelle du systeme : elle est réversible. Elle est d’ailleurs
dite quelquefois “sans collisions”. I.’équation de Boltzmann, quant a elle, décrit
une évolution statistique dans laquelle les collisions sont prises en compte : elle
est irréversible. L’information sur la dynamique a deux particules intervient dans
I’équation de Boltzmann dans une quantité de nature statistique, la section efficace
de collision.
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9. Etat d’équilibre d’un gaz dilué

1. Le théoreme H de Boltzmann

Le théoreme H de Boltzmann concerne I’évolution de ’entropie d’un gaz clas-
sique dilué hors d’équilibre, telle qu’on peut la déduire de I’équation de Boltzmann.
La fonctionnelle H de Boltzmann est définie comme

H(t) = // f(r,p,t) log f(r,p,t) dr dp, (L.1)

ou la fonction de distribution a une particule f(r,p,t) satisfait a I’équation de
Boltzmann, qui s’écrit, avec les notations introduites au chapitre précédent,

% +v.V f+F.V,f= /dpl /dQG(Q) v — 1| (f'fi = ffr)- (1.2)

Rappelons que p désigne ici la quantité de mouvement : p = mw. Nous sup-
posons qu’il peut éventuellement exister une force extérieure dérivant d’un poten-
tiel scalaire, F'(r) = —VV(r).

L’entropie! du gaz est donnée par la formule

S(t) = k// f(r,p,t)[1 —logh®f(r,p,t)] dr dp, (1.3)

ol k désigne la constante de Boltzmann. L’entropie S(¢) et la fonctionnelle H ()
de Boltzmann sont reliées par :

S(t) = —kH(t) + Nk[1 —log h?], (1.4)

ot N est le nombre de molécules du gaz. Les quantités S(t) et H(t) sont identiques,
a des constantes multiplicative et additive pres.

L Noter qu’il ne s’agit pas ici de I’entropie thermodynamique, mais d’une généralisation de
cette notion a une situation hors d’équilibre thermodynamique.
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La dérivée par rapport au temps de H(t) s’écrit

=[] 5\ e flarap. (1.5)

% = //g—{ [1 + log f] dr dp. (1.6)

Pour évaluer l'intégrale ci-dessus, on multiplie I’équation de Boltzmann (1.2) par
[1 4+ log f] et on intégre sur dr et dp. Il apparait alors que dH /dt est la somme de
trois contributions, que nous analyserons successivement.

soit encore

e La premiere de ces contributions est :

—/ [1—|—10gf]v.Vrfdrdp:—/%dp./vr [f log f] dr. (1.7)

Comme la fonction de distribution f(r,p,t) s’annule sur les parois du récipient,
la contribution (1.7) est nulle.

e La seconde contribution est, puisque la force extérieure F' ne dépend pas
de p,

—//[l—l—logf]F.fodrdp:—/Fdr./Vp[flogf]dp. (1.8)

La fonction de distribution f(r,p,t) s’annule lorsque la quantité de mouvement
devient infinie : la contribution (1.8) est donc nulle.

En I’absence de collisions, I’entropie totale du gaz resterait donc constante au
cours du temps. Il reste a analyser la contribution & dH/dt due a l'intégrale de
collision :

= ][ -t e @ - wildrdpdpi g, (09

Pour étudier la contribution des collisions a dH /dt, on remarque tout d’abord que
l’on ne change rien si 'on permute les quantités de mouvement p et p; (et donc
aussi les vitesses v et v;). L’expression (1.9) s’écrit donc tout aussi bien :

=5[] os G - 1) (@) o - vl dr dpapy a2 (110)

Associons a la collision {p,p1} — {p/, P} la collision inverse {p’, pi} — {p,p1}-
Comme nous ’avons vu au chapitre précédent, les sections efficaces sont les mémes.

Par ailleurs, on a
v —v1| = [v) — o] (1.11)

et
dp dp, = dp’ dp]. (1.12)
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Il vient ainsi :

_ //// ]J:J;jl )(F'fl— 1) 0(Q) [v— vy | drdpdp, d.  (1.13)

La quantité log( ) (f'f1 — ff1) ne peut étre que négative ou nulle. De 1a résulte

le théoréeme H,

soit encore, compte tenu de la relation (1.4) entre H(t) et S(t),

( ) > () (1.15)

L’entropie totale du gaz ne peut pas décroitre au cours du temps. Elle ne peut que
croitre ou rester stationnaire.

L’origine physique de la création d’entropie réside donc dans les collisions
entre les molécules. Ceci provient de ’équation de Boltzmann elle-méme. Le role
des collisions comme source d’entropie a pour origine le chaos moléculaire, qui
détruit constamment de I'information. Apres un choc, les positions et les vitesses
des molécules qui y ont pris part sont évidemment corrélées. Cependant, cha-
cune de ces molécules va ensuite effectuer des collisions avec d’autres molécules.
Apres quelques chocs, les corrélations entre les deux molécules considérées vont
disparaitre. Ceci introduit une irréversibilité dans le temps.

2. Distributions d’équilibre

La définition de H(t) montre que c’est une quantité bornée. Comme
H(t)/dt <0, H(t) doit tendre vers une limite lorsque t — co. Dans cette limite

dH
] 2.1
p” (2.1)

L’équation (2.1) admet pour solution, soit la distribution d’équilibre macro-
scopique global, soit des distributions d’équilibre local.

On appelle distribution d’équilibre global la solution indépendante du temps
de I’équation de Boltzmann. Cette distribution fy satisfait 0fy/0t = 0. L’équilibre
macroscopique global du gaz est 1’équilibre thermodynamique. Le gaz possede
dans cet état des valeurs bien définies de la densité n de particules, de leur vitesse
moyenne u et de la température 1.
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Cependant, ’équation (2.1) admet également des solutions, dites distributions
d’équilibre local, qui, elles, ne sont pas solutions de I’équation de Boltzmann. Ces
distributions, que nous désignerons par f() (r,p,t) et sur lesquelles nous revien-
drons par la suite, correspondent seulement & des valeurs bien définies localement
de la densité n(r,t), de la vitesse moyenne u(r,t) et de la température T'(r,t).

Les échelles de temps nécessaires a 1’établissement de ces deux types d’équi-
libre ne sont bien str pas les mémes. Les collisions commencent par uniformiser lo-
calement la densité, la vitesse moyenne et la température, mais des inhomogénéités
subsistent a plus grande échelle. En ’absence de contraintes extérieures, celles-ci
disparaissent par la suite. C’est le terme de collision seul qui contréle la relaxation
rapide vers un équilibre local ; c’est le jeu simultané du terme de collision et des
termes du premier membre de I’équation de Boltzmann qui controle la relaxation
lente vers I’équilibre global.

3. Equilibre global

3.1. Distribution d’équilibre global

Tout d’abord, nous allons chercher a déterminer la distribution d’équilibre
global dans le cas ot il n’y a pas de force extérieure : F' = 0. Il est alors cohérent
de supposer que la fonction de distribution ne dépend pas de r et peut donc étre
désignée simplement par f(p,t). Dans ces conditions, la distribution d’équilibre
global ne dépend que de la quantité de mouvement : on désigne cette distribution
par fo(p). Pour une condition initiale arbitraire :

Jim £(p,) = fo(p). (3.1)

Comme dans cette limite dH/dt = 0, il est clair d’apres 'expression (1.13) de
dH/dt, dans laquelle 'intégrand a un signe constant, que l'on doit avoir

fo(p) fo(p1) = fo(p) fo(Ph), (3.2)
soit, en prenant les logarithmes des deux membres,
log fo(p) +log fo(p1) = log fo(p") + log fo(pY). (3.3)

Puisque {p,p1} et {p’, p}} désignent respectivement les quantités de mouvement
initiales et finales associées a une collision, la relation ci-dessus a la forme d’une loi
de conservation relative a cette collision. Si x(p) est une quantité associée a une
molécule de quantité de mouvement p, telle que x(p) + x(p1) soit conservée lors
de la collision entre les molécules de quantités de mouvement p et p;, une solution
de I’équation (3.3) est

log fo(p) = x(p)- (3.4)

La solution la plus générale de 1’équation (3.3) — qui est linéaire — est de la forme

log fo(p) = x1(p) + x2(P) + - - -, (3.5)
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oll X1, X2, - .. sont les quantités conservées au cours de la collision, appelées parfois
invariants collisionnels. Ces quantités sont au nombre de cinq : ce sont la masse,
les trois composantes de la quantité de mouvement et I’énergie cinétique, puisque
les collisions sont supposées élastiques. Donc log fo(p) doit étre une combinaison
linéaire de ces quantités, combinaison qu’il est commode d’écrire directement sous
la forme

log fo(p) = —A(p — po)? + log C. (3.6)

On en déduit que la distribution d’équilibre global est de la forme
fo(p) = C e AP—P0)* (3.7)

ou les parametres C', A et les trois composantes de pg sont des constantes que 1’on
détermine en fonction des propriétés du systeme.

3.2. Parametres de la distribution

Tout d’abord, le nombre total de molécules du gaz est donné par

N = //f(r,p, t) dr dp, (3.8)

soit, a I’équilibre, par

N = V/fo(p) dp, (3.9)

V étant le volume du récipient contenant le gaz. La densité n = N/V de particules
est donc

n = C’/eA(ppO)2 dp = C’/eAp2 dp = C’(%)Sm. (3.10)
On en déduit "
C=n(2)"" (3.11)

La quantité de mouvement moyenne d’une molécule du gaz est définie par

[ f(r,p,t)pdp

w) = [ f(rp.t)ydp’ (3:12)
soit, a I’équilibre, par f
_J fo(p)pdp
P) =T o) dp (3.13)
On a donc
(p) = po. (3.14)

Pour un gaz n’effectuant pas de mouvement global de translation, ce que nous
supposons dorénavant, pg = 0.
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Enfin, I’énergie cinétique moyenne (e¢) d’une molécule est définie a 1’équilibre
par

[ folp) £ dp

€) = —F——=T — 3.15
=T folp)dp (319
soit, puisque nous avons supposé pg = 0,
C 7Ap2 2 27TC > _Ap2 3
= — d = — p d - . -]-
(€) 2nm/e prdp =l e e = (3.16)

La constante A est donc reliée a I’énergie cinétique moyenne par

3
A= 1
4(e)m (3:.17)
On en déduit la constante de normalisation C
3 3/2
= . 1
C=n (4W<E>m) (3.18)
Finalement, la distribution d’équilibre fo(p) est donc donnée par
3 3/2 3 9
= — ) 3.19

L’équilibre décrit ici n’est autre que ’équilibre thermodynamique d’un gaz parfait
dans 'approximation classique. L’énergie cinétique moyenne d’une molécule est
donc égale a sa valeur d’équipartition, ¢’est-a-dire a (3/2)k7T". On peut donc réécrire
la distribution d’équilibre (3.19) sous la forme équivalente

2

R
2mkT

fo(p) = 1 ()" exp

2rmkT )- (320

Réécrite en fonction des vitesses, la distribution d’équilibre s’identifie a la
fonction de distribution des vitesses de Maxwell :

2

Fy(v)=n (27:ZT)3/2 exp(—gzz;). (3.21)

La distribution fy(p) (formule (3.20)), non seulement annule I'intégrale de collision,
mais est de plus solution de I’équation de Boltzmann : c’est bien la distribution
d’équilibre global, appelée également distribution de Maxwell-Boltzmann.

En présence d’'une force extérieure dérivant d’un potentiel, F(r) = —=VV(r),
la distribution d’équilibre global — c’est-a-dire la solution indépendante du temps
de I’équation de Boltzmann — est

fo(r,p) = fo(p) exp[—V(r)/kT], (3.22)



110 Etat d ’équilibre d’un gaz dilué

ol fo(p) est donnée par la formule (3.20) (a condition que le gaz n’effectue pas de
mouvement global de translation). En effet, I'intégrand dans 'expression (1.13) de
dH /dt s’annule pour la distribution (3.22) —log fo(r, p) est un invariant collisionnel
puisque log fo(p) l'est —, et 'on vérifie que le premier membre de I’équation de
Boltzmann est nul.

3.3. Entropie du gaz a I’équilibre thermodynamique

L’entropie du gaz a 1’équilibre thermodynamique se calcule en utilisant la
formule (1.4), dans laquelle la fonction de distribution est prise égale a fo(p)
(formule (3.20)). On obtient ainsi

1% 5

o A = h/V2mmkT est la longueur d’onde thermique. Comme il se doit, cette
expression n’est autre que la formule de Sackur-Tetrode, donnant ’entropie d’un
gaz parfait classique dans 'approximation de Maxwell-Boltzmann.

4. Distributions d’équilibre local

Le terme de collision de I’équation de Boltzmann s’annule pour toute distri-
bution d’équilibre local de la forme

(p_mu(r’t))QL (4.1)

1 }3/2
2mkT (r,t)

FO(r,p,t) = n(r,1) [WT(TU

exp [—

appelée distribution de Maxwell-Boltzmann locale. La densité n(r,t), la vitesse
moyenne u(r,t) et la température T'(r,t) sont des fonctions lentement variables
de r et de t. La fonction f(9, qui n’est pas la distribution d’équilibre thermody-
namique global, n’est pas une solution exacte de I’équation de Boltzmann (1.2).
On a en effet

af©
Ot coll. = 0’ (42)
mais 5
(E +0.V, + F.Vy) fO(r,p,t) #0. (4.3)

5. Deux paradoxes

Lorsque Boltzmann a établi le théoreme H, il y a plus d’un siecle, des objec-
tions, présentées sous la forme de paradoxes, se sont élevées contre celui-ci. Ces
paradoxes sont le paradoxe de l'irréversibilité — ou paradoxe de Loschmidt — et le
paradoxe de la récurrence — ou paradoxe de Zermelo —. Ces paradoxes sont tous
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les deux fondés sur un énoncé incorrect du théoreme H, selon lequel dH/dt serait
négatif ou nul a tout instant.

L’énoncé correct du théoreme H est en fait le suivant : si a un instant donné
t I'état du gaz satisfait a I’hypothese du chaos moléculaire, alors a 'instant ¢ + €
(e — 07),onadH/dt <0, la condition nécessaire et suffisante pour que dH/dt soit
nul étant que f(r,p,t) soit une distribution de Maxwell-Boltzmann (d’équilibre
local, ou d’équilibre global). Si ’on formule ainsi correctement le théoreme H,
celui-ci ne donne pas prise a ces paradoxes. Nous ne mentionnons donc ceux-ci que
pour leur intérét historique.

5.1. Le paradoxe de Loschmidt

L’argument développé par J. Loschmidt en 1876 est le suivant. Les équations
microscopiques du mouvement sont invariantes lorsque ’on change le signe du
temps : t — —t. Pour la mécanique, aucune direction du temps n’est privilégiée. Or
le théoreme H montre que I’équation de Boltzmann, elle, privilégie une direction du
temps. D’un point de vue purement mécanique, si toutes les molécules se meuvent
d’une fagon telle que H diminue, il y a au moins un mouvement possible dans
lequel toutes les vitesses sont renversées. Toutes les vitesses étant renversées, H
devrait augmenter.

La question est au fond la suivante : comment réconcilier les processus irréver-
sibles observés dans la nature avec la réversibilité fondamentale des équations
mécaniques du mouvement sous-jacentes?

Boltzmann a essayé de répondre a l’objection soulevée par Loschmidt en ex-
pliquant que les taux de croissance et de décroissance par collisions de la fonction
de distribution a une particule doivent étre interprétés comme des probabilités
de collision plutot que comme des nombres réels de collisions. Ceci signifie qu’en
réalité H ne décroit pas tout le temps, mais que la probabilité pour qu’il décroisse
est beaucoup plus grande que la probabilité pour qu’il augmente. Plus le systeme
est loin de 1’équilibre, plus il est probable que H (t) décroitra.

Les arguments de Boltzmann n’ont pas fait taire tous ses critiques. Ce sont
en fait P. et T. Ehrenfest ainsi que M. v. Smoluchowski, qui, quelques années plus
tard, ont clairement expliqué la nature statistique de 1’équation de Boltzmann.
Ils ont pu montrer qu’en moyenne, pour un systeme initialement hors d’équilibre,
la fonction H décroit au cours du temps vers sa valeur d’équilibre, mais que des
fluctuations peuvent toujours se produire et se produisent effectivement. Il est en
fait possible de calculer numériquement H en fonction du temps par la dynamique
moléculaire. On observe qu’en effet, pour un systeme initialement hors d’équilibre,
cette fonction décroit en moyenne, mais avec des fluctuations.

5.2. Le paradoxe de Zermelo

Ce second paradoxe est basé sur le théoréme de récurrence de H. Poincaré
(1889). Ce théoreme de mécanique classique stipule que tout systéme mécanique
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d’énergie finie contenu dans un volume fini retourne aprés un certain temps arbi-
trairement pres de son état initial (pour presque tous les états initiaux). Le temps
nécessaire pour ce retour est appelé temps de récurrence. Le cycle correspondant
est appelé cycle de Poincaré. Le mathématicien E. Zermelo pensait voir une contra-
diction entre le théoreme H et le théoreme de récurrence de Poincaré : comment H
pourrait-il évoluer vers une valeur d’équilibre et s’y maintenir alors que, d’apres
la mécanique classique, le systéme doit “retracer” son évolution (1896)? Boltz-
mann a répondu a cette objection en montrant que pour les systemes physiques
macroscopiques, les temps de récurrence sont démesurément grands. Une estima-
tion grossiere montre en effet que la durée d’un cycle de Poincaré est de 'ordre de
eV, o1 N est le nombre total de molécules du systeme. Comme N = 10?3, la durée
d’un cycle de Poincaré serait de 'ordre de 1010** secondes ! Ceci n’a évidemment
rien a voir avec la physique.

La encore, Boltzmann n’a pu convaincre tous ses critiques. C’est en fait Smolu-
chowski qui a établi clairement que le concept méme d’irréversibilité est lié a la
longueur du temps de récurrence. Si ’on est initialement dans un état avec un tres
grand temps de récurrence, le processus d’évolution apparait irréversible. Si au
contraire le temps de récurrence est court, on ne parle pas d’irréversibilité. Pour
n’importe quel systeme physique réaliste, les temps de récurrence de Poincaré sont
extrémement longs.

On arrive ainsi a la description suivante de 1’espace des phases : dans leur
grande majorité, les régions de 1’espace des phases décrivent une situation d’équi-
libre. Certaines petites régions, éparpillées dans l'espace des phases, correspon-
dant a des situations hors d’équilibre. Presque toutes ces régions hors d’équilibre
sont completement entourées par des régions d’équilibre, que le systeme traverse
en évoluant. Une fois qu’il atteint un état d’équilibre, il voyage & travers divers
états d’équilibre, passant quelquefois a travers de petites régions hors d’équilibre.
Ces événements sont des fluctuations. Ceci est indépendant du fait que le point
représentatif dans 1’espace des phases voyage dans le sens du temps ou dans le sens
inverse.

Les régions de 'espace des phases ou le systeme n’est pas en équilibre sont
de dimensions diverses. Plus la région est petite, moins le systeme passe de temps
hors de I’équilibre. Cependant certaines de ces régions peuvent étre telles que des
points représentatifs du systeme s’y trouvent piégés. Prenons ’exemple d’un gaz
dans lequel les vitesses des molécules sont paralléles les unes aux autres et perpen-
diculaires aux parois du récipient. Ces molécules n’effectuent jamais de collisions.
Elles n’atteignent donc jamais un état d’équilibre. Le point représentant ce gaz
reste donc piégé dans une région particuliere de ’espace des phases. Clairement,
le théoreme H et ’équation de Boltzmann elle-méme ne sont pas applicables a un
tel systeme. L’équation de Boltzmann requiert que le systéme soit suffisamment
chaotique. En pratique, dans ’exemple ci-dessus, n’importe quelle imperfection ou
rugosité des parois du récipient enverra les molécules hors de leurs chemins pa-
ralleles, et le systeme deviendra suffisamment chaotique apres quelques collisions.
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10. Calcul des coefficients de transport a I'aide
de I'équation de Boltzmann

1. Régime hydrodynamique
[’équation de Boltzmann s’écrit

0 0
a_{ +o.V f+F.V,f= (a—{)mn.’ (1.1)

ou p = mw désigne la quantité de mouvement d’une molécule de vitesse v. Pour
des molécules effectuant des collisions binaires, le terme de collision est de la forme

()= [os [ d00@ o ol (75~ 112 (12)

(avec les notations introduites au chapitre 8). L’équation de Boltzmann (1.1) se
présente comme une équation intégro-différentielle non linéaire pour la fonction de
distribution & une particule f(r,p,t).

1.1. Libre parcours moyen et temps de collision

La distance typique parcourue par une molécule entre deux collisions est tra-
ditionnellement appelée le libre parcours moyen et l'intervalle de temps typique
séparant deux collisions le temps de collision.

L’ordre de grandeur du libre parcours moyen dans un gaz a 1’équilibre ther-
modynamique est

1

)
NOtot.

(1.3)

[ ~

ou n est la densité du gaz et oo, = f o () d2 la section efficace totale de collision.

L’ordre de grandeur du temps de collision est
T~ —, (1.4)

ol v est une vitesse moléculaire typique, que 1’on prend souvent de 1’ordre de la
vitesse moyenne.
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Pour obtenir une estimation numérique de [ et de 7 dans un gaz a température
ambiante et a la pression atmosphérique, on calcule la densité du gaz a partir de
I’équation d’état; on obtient ainsi n ~ 2.5 x 10'Y molécules.cm™3. La section
efficace de diffusion est de I’ordre de ma?, ol @ est un rayon moléculaire typique,
de lordre de 2 x 107® cm. On a donc oo, ~ 12 x 10716 cm?, d’ott 'on déduit
[ ~4x107° cm. Si le gaz est par exemple de I’azote, la vitesse moléculaire typique
A température ambiante est de 'ordre de 5 x 10* cm.s~!. Le temps typique entre
collisions est donc 7 ~ 8 x 10719 s,

1.2. Limite hydrodynamique

Si les collisions sont suffisamment efficaces, 1’évolution d’un gaz initialement
hors d’équilibre comprend une premiere étape de relaxation vers un équilibre local®
sur des distances de 'ordre du libre parcours moyen [ et des temps de I’ordre du
temps de collision 7. Cette premiere étape est suivie d'une autre, dite régime
hydrodynamique, mettant en jeu des distances caractéristiques grandes devant [
et des temps caractéristiques grands devant 7. Désignons par q et w un vecteur
d’onde et une fréquence angulaire typiques des modifications imposées au milieu
(par exemple par la force extérieure F'). La limite hydrodynamique est celle des
excitations de grande longueur d’onde et de basse fréquence :

gl < 1, wr K 1. (1.5)

Nous nous intéressons ici au calcul des coefficients de transport dans le régime
hydrodynamique. Nous supposons que I'amplitude des forces extérieures ou des
gradients appliqués n’est pas trop grande, de sorte que la fonction de distribution
f reste proche & tout instant d’une fonction de distribution d’équilibre local f(©).
Les écarts a I’équilibre local restant petits, on écrit f sous la forme

f=F0 4 g1 F) « £O), (1.6)

2. Approximation du temps de relaxation. Réponse linéaire

Les principales difficultés techniques de la résolution de 1’équation de Boltz-
mann proviennent de la forme compliquée (1.2) du terme (9f/0t)con. ; ¢’est pour-
quoi I'on généralement amené a faire des hypotheses simplificatrices sur I'intégrale
de collision.

L’effet principal du terme (9f/0t)con. est de faire relaxer la fonction de distri-
bution vers une fonction de distribution d’équilibre local f(9(r,p,t). De maniére

I Dans le cas ou le libre parcours moyen est trés supérieur aux dimensions du récipient,
le régime de transport est dit régime balistique ou régime de Knudsen. Les collisions sur les
parois jouent alors un role essentiel, contrairement & ce que nous avons supposé en établissant
I’équation de Boltzmann. Un tel régime prévaut par exemple pour le transport électronique dans
les dispositifs microélectroniques de tres petites dimensions.
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générale, les distributions d’équilibre local sont de la forme

1 3/2
]

(p— mu(?“,t))ﬁ
2rmkT (r,t) ’

FO(r,p,t) =n(r,t)] 2mkT(r,t)

exp[— (2.1)

Elles sont caractérisées par la densité n(r,t), la vitesse moyenne wu(r,t) et la
température T'(r,t), fonctions lentement variables de 'espace et du temps. La
décomposition (1.6) n’étant pas unique a priori, il conviendra dans chaque situa-
tion physique de déterminer les parameétres de la distribution f(©) appropriée.

Dans I'approximation du temps de relaxation, on suppose que si la distribution
f est différente d’une distribution d’équilibre local, I’effet principal des collisions est
de ramener f vers une distribution d’équilibre local £(?), de maniére exponentielle,
avec un temps de relaxation — de 'ordre du temps de collision 7 — dépendant
généralement de la vitesse v et noté 7(v). Dans cette approximation 1’équation de
Boltzmann (1.1) prend la forme beaucoup plus simple d’'une équation aux dérivées
partielles,

of f— fO
81& + 'U.Vr f + FVp f: 7'(’()) y (22)
que 'on peut aussi écrire sous la forme :
(0) of
f=r5r"— T(v)(a +v.V,f+ F.fo). (2.3)

La distribution d’équilibre local f(%), si elle annule lintégrale de collision (sous
sa forme exacte (1.2) comme sous sa forme approchée —(f — f(0)/7(v)), n’est
cependant pas solution de ’équation de Boltzmann.

Le terme de collision au membre de droite de ’équation (2.2) s’écrit
—fM/7(v). Quant au membre de gauche de cette équation, on le calcule de
maniére approchée en tenant compte de Phypothése (1) <« £ et en ne gar-
dant que les termes d’ordre le plus bas par rapport a la perturbation qui fait
s’écarter le systeme de 1’équilibre local. Il est ainsi possible de calculer les coeffi-
cients de tranport en réponse linéaire. Nous allons illustrer cette méthode sur deux
exemples. Le premier exemple est le calcul de la conductivité électrique d’un gaz
de particules classiques, le second est celui du coefficient de viscosité d’un gaz.

3. Conductivité électrique

On considere un gaz de particules de masse m et de charge ¢ en présence
d’un champ électrique F,, appliqué dans la direction x, spatialement uniforme et
constant dans le temps. Les particules considérées sont classiques. Il peut s’agir
par exemple d’ions dans un gaz, diffusés par les collisions sur les molécules neutres
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du gaz?.

Le champ électrique appliqué crée une situation hors d’équilibre. La densité
de courant J = ng(v) se calcule a I’aide de la fonction de distribution f :

J:q/fvdp. (3.1)

Pour calculer f, nous allons résoudre I’équation de Boltzmann écrite dans ’appro-
ximation du temps de relaxation sous la forme (2.2). Le champ électrique appliqué
étant homogene et constant, ’équation (2.2) se réduit, en régime stationnaire et
uniforme, a

— £(0)
T i

- - (3.2)

Nous supposons de plus ici, pour simplifier les calculs, que le temps de relaxation
7(v) est constant, indépendant de la vitesse des particules.

3.1. Parametres de la distribution d’équilibre local

Il est nécessaire de préciser les parametres de la distribution d’équilibre local
f©. De maniére générale, celle-ci est de la forme (2.1), oit la densité, la vitesse
moyenne et la température locales dépendent a priori de la position et du temps.
Toutefois, comme nous avons supposé le champ électrique uniforme et constant,
il est cohérent d’admettre que la densité, la vitesse moyenne et la température
locales sont elles aussi uniformes et constantes. La distribution d’équilibre local
f© se réduit alors & une fonction de p :

1 3/2
)

(p - mu)Q]
2mmkT,

f(()) (p) - n< kaTe

exp|— (3.3)

Dans 'expression (3.3), u désigne la vitesse moyenne des particules et T, leur
température, qui peut étre différente de la température du thermostat si I'on
tient compte des phénomenes de chauffage : pour un champ suffisamment fort,

la température des ions dans un gaz peut devenir différente de celle des atomes
neutres du gaz>.

21 peut s’agir également d’un gaz d’électrons dans un semi-conducteur non dégénéré. Dans ce
dernier cas, il existe plusieurs mécanismes de collisions faisant intervenir les électrons, & savoir,
essentiellement, les collisions sur les impuretés et sur les défauts cristallins d’une part, et les
interactions avec les vibrations de réseau (collisions électron-phonon) d’autre part. L’intégrale de
collision de I’équation de Boltzmann doit étre convenablement réécrite pour décrire ces différents
mécanismes de collision. En pratique, dans ce contexte aussi, on utilise la méthode de résolution
approchée exposée ici (approximation du temps de relaxation et linéarisation de I’équation), si
bien que le calcul décrit ci-dessous peut s’appliquer & ce cas. Le transport électronique dans les
solides sera traité beaucoup plus en détail dans les chapitres 12 a 14.

3 De méme, dans un semiconducteur, la température des électrons peut différer de celle du
réseau cristallin. On est alors en présence d’électrons chauds. Quelques éléments sont donnés a
ce sujet dans I’Appendice 10.
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Lorsque 'on peut négliger les phénomenes de chauffage, on suppose a la fois
que T, = T et que u = 0. La distribution d’équilibre local (3.3) est alors identique
a la distribution d’équilibre thermodynamique de Maxwell-Boltzmann,

2
folp) = () expl—5 L] (3.4)

Finalement, tout se passe comme si, des le début, on avait écrit le second membre
de I’équation de Boltzmann sous la forme —[f— fo(p)]/7, fo(p) étant la distribution
d’équilibre global. Néanmoins, il aurait été dangereux d’écrire ceci a priori : le
contenu physique de 'approximation du temps de relaxation est celui d’une rela-
xation, due au terme de collision, vers un équilibre local.

Supposons E, petit. On s’attend alors a ce que la fonction de distribution f
differe peu de f(©), et on écrit f sous la forme (1.6). On obtient, & I’ordre le plus
bas par rapport a la perturbation créée par le champ électrique,

af©
D= _gr E 3.5
! qT Ly Py ) ( )
c’est-a-dire 5
f(l) — —erE, fO(p). (3.6)
On peut maintenant calculer la densité de courant J :

9fo
=q | folp)vdp — T E, I v dp. (3.7)

Pz

Le premier terme de ’expression ci-dessus est nul par symétrie. Quant au second,
il se calcule facilement si ’on remarque que

8fO _ Dz
oo kafO. (3.8)

On obtient ainsi :

Jy = QkT E /fO PPy dp, (39)

J, = kaTE /fOpacp7dp

Clairement, par symétrie, J, = J, = 0. Par ailleurs, comme

/fo padp = n(pl) = nmkT (3.10)
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(valeur d’équipartition), on a

= E,. 11
5="L (3.11)

L’équation ci-dessus n’est autre que la loi d’Ohm. Le calcul fournit une expression
microscopique de la conductivité électrique,

o7 (3.12)

appelée formule de Drude-Lorentz.

3.2. Modele de Drude

Lorsque le temps de relaxation ne dépend pas de la vitesse des particules, il
n’est pas en fait nécessaire de recourir a I’équation de Boltzmann pour calculer
la conductivité électrique. Il suffit en effet d’écrire pour la vitesse moyenne des
particules ’équation de mouvement

d{v) {v) _
me + me— = qF, (3.13)

d’ou 'on déduit, en régime stationnaire,

qT
= —FE. 3.14
)= 7 (3.14)
C’est le modele de Drude, premier modele du transport dans les solides, établi en
1900. La mobilité de dérive up des particules est
_ar

3.15
[295) m’ ( )

et la conductivité o = nqup est donnée par la formule (3.12).

Comme nous le verrons dans les chapitre 12 a 14, ’équation de Boltzmann
permet de traiter des cas plus compliqués ou la dépendance du temps de relaxation
par rapport a la vitesse des particules est effectivement prise en compte.

4. Coefficient de viscosité

On considere un gaz de densité et de température uniformes dans I'espace et
constantes dans le temps, avec une vitesse moyenne donnée par

u, = A+ By (4.1)

Uy = u, =0,
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Fig. 1. Ecoulement horizontal d'un gaz avec une vitesse moyenne aug-
mentant linéairement avec la hauteur

ou A et B sont des constantes. On peut se représenter le gaz comme constitué de
différentes couches glissant les unes sur les autres, comme le montre la Fig. 1.

On considere la force de frottement ® par unité de surface subie par le gaz
situé au-dessus d’un plan donné (représenté par la ligne en pointillés sur la Fig. 1).
Le coefficient de viscosité n est défini expérimentalement par la loi de Newton,

Ouy
Jy

d=—n_=. (4.2)

Le gaz situé au-dessus du plan subit une force de frottement tangentielle, parce
qu’il perd de la composante = de quantité de mouvement au profit du gaz situé
au-dessous du plan. Donc la force ® est égale a la composante x de quantité de
mouvement transportée par seconde et par unité de surface dans la direction y.
La quantité transportée est m(v, — u;), tandis que le flux assurant le transport
est n(vy, — uy). On a donc :

O = mn((vy — usz)(vy —uy)). (4.3)

La force ® s’identifie avec 1’élément non diagonal P,, du tenseur des pressions.

Il est commode ici de travailler & I’aide de la fonction de distribution F'(r, v, t).
La force de frottement ® se calcule a ’aide de cette fonction de distribution comme

o = m/F(r, v,t) (Vg — ug)(vy — uy) dv. (4.4)

Pour obtenir la fonction de distribution F(7,wv,t), on résout I’équation de Boltz-
mann écrite dans ’approximation du temps de relaxation, ce dernier étant sup-
posé indépendant de la vitesse. La vitesse moyenne locale u ne dépendant pas
du temps, il existe un régime d’écoulement stationnaire. Comme il n’y a pas de
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force extérieure appliquée, ’équation de Boltzmann s’écrit simplement, en régime
stationnaire,
OF F—FO©

Uy = -
Y oy T

ott (9 est une distribution d’équilibre local & déterminer.

(4.5)

Supposons Ju, /dy relativement faible. On s’attend alors a ce que F' differe
peu de F(), Posant F = F(O + () (F « F©) on écrit, a 'ordre le plus bas,

(4.6)

Comme la densité et la température du gaz sont uniformes dans ’espace et
constantes dans le temps, la distribution d’équilibre local est de la forme

2

FO(r,0) = n( )/ exp[_W], (4.7)

ot u(r) est la vitesse moyenne locale des particules (vitesse d’écoulement du gaz).
Posons pour simplifier U = v —u (U = vy —uy, Uy = vy, U, = v,) : U est
la vitesse des particules dans un repere lié au fluide en mouvement. L’expression
(4.7) se réécrit :
2
m \3/2 mU
—_— exp|———|. 4.8
o) P (48)

Cette fonction de distribution dépend de y par 'intermédiaire de U,. Par suite

FO) =n(

OF©  oU, oF©®  0u, OF®  mU, Ou, 7).

= = = 4.9
dy oy 90U, oy 0U, ET Oy (4.9)
On en déduit : 5
) — M7 . Yz 1:(0). 4.1
kTU Uy Jy (4.10)
On peut maintenant calculer la force de frottement ®. On a :
= m/(F<0> + FOYU,U, dU, (4.11)
soit 2 5
o=m | FOU,U,dU - 1 /F<0> 202 U 4.12
m / U0, o U2 (4.12)

Le premier terme de I’équation ci-dessus est nul par symétrie. Pour calculer le se-
cond, on décompose 'intégrale triple sur dU en produit de trois intégrales simples,
c’est-a-dire :

mU? o mU? 2o mU?
/exp[— 2kT}UﬂnyQdU: [/ooexp[— QkT}UQdU} [/Ooexp[— 2kT}alU .
(4.13)
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On effectue le changement de variable U = x+/2kT/m et on utilise la formule

/ e @ 2l dy = I'(«), (4.14)

— 00

ot I' désigne la fonction eulérienne de seconde espeéce (fonction gamma d’Euler)?.
Tous calculs faits, il vient

Ouy
oy’

& = —nkTr (4.15)

soit, pour le coefficient de viscosité,

n=nkTT. (4.16)

Le temps de relaxation 7, du méme ordre de grandeur que le temps de collision,
varie comme celui-ci en raison inverse de la densité n du gaz formules (1.3) et (1.4)).
Le coefficient de viscosité calculé a l'aide de 1’équation de Boltzmann ne dépend
donc pas, pour une température donnée, de la densité du gaz. Ce résultat a été
obtenu expérimentalement par Maxwell en 1860.

Le calcul effectué ici n’est bien str valable que si ’équation de Boltzmann
elle-méme est applicable, ce qui suppose le gaz dilué (seules les collisions binaires
sont prises en compte) mais pas raréfié. Le libre parcours moyen doit donc rester
petit devant les dimensions caractéristiques du récipient contenant le gaz, sinon
les collisions sur les parois prédomineraient sur les collisions intermoléculaires. La
notion méme de viscosité perdrait alors sa signification.

TT(1/2) = V7, T(3/2) = V/2.
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Appendice 10
Electrons chauds

Revenons au cas du transport dans un semiconducteur non dégénéré. Lorsque
le champ appliqué est suffisamment fort pour qu’il soit nécessaire de prendre en
compte les phénomenes de chauffage, il faut garder pour la fonction de distribution
d’équilibre local la forme (3.3) avec ses deux parametres u et T,. Cette distribution
est appelée quelquefois maxwellienne déplacée. Le probleme a résoudre est alors
celui de la détermination de u et de 1.

Pour cela, on doit écrire les équations de conservation de l'impulsion et de
I’énergie en régime permanent®. On obtient ainsi deux équations qui, lorsque
1

5 mu? < kT, sont de la forme

nE, = uF,(Te) (A.10.1)

et
nquE, = F(Te). (A.10.2)

Dans les deux équations ci-dessus, la forme analytique exacte des fonctions F,, et
Fe est compliquée et dépend des détails des mécanismes de collision. Etudier ces
fonctions — et déterminer u et T, — est I'objet de la théorie des électrons chauds
dans les semiconducteurs, théorie qui sort du cadre de ce cours.

Il faut cependant souligner qu’on peut montrer que F. tend vers zéro lorsque
T. — T. C’est pourquoi, lorsque 1’on néglige les phénomenes de chauffage, c’est-
a~dire lorsque T, = T', on a également u = 0. Ceci justifie a posteriori I’hypothese
faite ci-dessus selon laquelle la fonction de distribution d’équilibre local est iden-
tique dans ce cas a la distribution d’équilibre thermodynamique fo(p).

% Voir le chapitre 12.



124 Calcul des coefficients de transport a l’aide de l’équation de Boltzmann

Bibliographie

R. Balian, From microphysics to macrophysics, Tome 2, Springer-Verlag, Berlin,
1992.

K. Huang, Statistical mechanics, Seconde édition, Wiley, New York, 1987.

H.J. Kreuzer, Nonequilibrium thermodynamics and its statistical foundations, Cla-
rendon Press, Oxford, 1981.

L. Landau et E. Lifchitz, Mécanique des fluides, Seconde édition, Editions Mir,
Moscou, 1989.

J.A. McLennan, Introduction to monequilibrium statistical mechanics, Prentice
Hall, Englewoods Cliffs, 1989.

D.A. McQuarrie, Statistical mechanics, Harper Collins Publishers, New York,
1976.

F. Reif, Fundamentals of statistical and thermal physics, McGraw-Hill, New York,
1965.



Notes de cours 1997-1998 : chapitre 11 125

11. Les lois de conservation de [|’hydro-
dynamique

1. Introduction

Il est possible, a partir de ’équation de Boltzmann, de démontrer les lois
phénoménologiques de ’hydrodynamique, leur donnant ainsi une justification mi-
croscopique dans le contexte des gaz dilués.

Dans une premiere étape, nous préciserons les conséquences de 1’équation de
Boltzmann pour les quantités conservées au cours d’une collision. On aboutit ainsi
a des équations de bilan locales, qui cependant restent vides de contenu physique
tant que la fonction de distribution solution de ’équation de Boltzmann n’est pas
précisée.

Dans une seconde étape, nous utiliserons deux types d’approximations pour
cette solution. Ceci nous permettra successivement d’obtenir les équations de
I’hydrodynamique d’un fluide parfait, puis celles d’un fluide visqueux. Ces approxi-
mations constituent les deux premiers ordres d’un développement systématique
proposé par S. Chapman et D. Enskog des solutions dites normales (fonctions de
la densité, de la vitesse moyenne et de la température locales) de I’équation de
Boltzmann.

2. Equations de bilan locales

Pour étudier les phénomenes hors d’équilibre, on doit tout d’abord résoudre
I’équation de Boltzmann, avec des conditions initiales données, afin d’obtenir a
chaque instant la fonction de distribution a une particule f(r,p,t).

Soit x(7, p, t) une quantité associée & une molécule de quantité de mouvement
p = mw, telle que dans toute collision {p,p1} — {p’,p}} ayant lieu au point r a
I’instant ¢ on ait

X+x1=x"+xi- (2.1)
Dans la formule (2.1), on a utilisé les notations simplifiées
X = x(’r' ;1)
x(r,p1,t),
x = x(’r pit),
X(r, pi,t).

(2.2)
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La masse m, les trois composantes de la quantité de mouvement p = muv, et
Dénergie cinétique dans le repere lié au fluide’, € = tmfv —u(r,t)]?, ot u(r,t) est
la vitesse moyenne locale, sont des quantités conservées lors de la collision élastique
de deux molécules (invariants collisionnels). Pour chacune de ces cing quantités, il
est possible de déduire rigoureusement de 1’équation de Boltzmann des équations
de bilan locales.

2.1. Théoreme général de bilan

Nous allons tout d’abord démontrer le théoreme suivant,

[ p.0(5) 0 =0, (2.3

ou (Of /Ot)con. est le second membre de 1’équation de Boltzmann et x(r,p,t)
I’'un quelconque des cing invariants collisionnels. En revenant a la définition de
(0f /Ot)con. (avec les notations introduites au chapitre 8), on a :

/x(’r,p,t)(%)con_ dp = /dp/dm/dQU(Q)l’v—’v1|x(7°,p7 t) (f' fi = ff).
(2.4)
Pour calculer cette expression, on raisonne comme pour la démonstration du
théoreme H. On remarque tout d’abord qu’on ne change rien a I'intégrale étudiée
si 'on permute les quantités de mouvement p et p;. L’expression (2.4) s’écrit donc
tout aussi bien :

of 1
[0 do =5 [ v [ i [ ao@o— vl 60 (78 - 1)
(2.5)
Associons a la collision {p,p1} — {p’, P} la collision inverse {p’, p|} — {p,p1}
Les sections efficaces sont les mémes et, par ailleurs,

v — v = v — v

et
dp dp, = dp’ dp.

Il vient ainsi :

&

0
r,v t)(a_{)coll. dp:

(
3 [ e [ap [a0o@p—wil et =X XD @A - 1) (20

L' Le choix de I’énergie cinétique dans le repere lié au fluide est motivé par le fait que la valeur
moyenne de cette quantité est liée a la densité locale d’énergie interne.
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Comme y est un invariant collisionnel et vérifie I’équation (2.1), le second membre
de I’équation (2.6) est nul, d’oli le théoréme annoncé (formule (2.3)).

Le théoreme général de bilan associé a ’équation de Boltzmann s’obtient en
multipliant les deux membres de celle-ci par x et en intégrant sur les quantités
de mouvement. D’apres le théoréme (2.3), le terme de collision ne contribue pas,
et nous avons simplement, F' désignant la force extérieure appliquée — dont nous
supposons ici qu’elle ne dépend pas de la vitesse —,

0
/X(’r,p, t)(a—{ +v.V, f+ F.V,f)dp=0. (2.7)

On peut réécrire I’équation (2.7) sous la forme équivalente :

o [xrap— [ 1% a9 [xosiv— [vr9oxap
+/Vp.(XFf)dp—/fF.Vpxdp:O. (2.8)

La fonction de distribution f s’annulant lorsque |p| — oo, le cinquieme terme de
I’équation ci-dessus est nul. L’équation (2.7) prend finalement la forme du théoréme
général de bilan

0 0
57 () - n<6—’t<> +V, (nyw) —n(v.V,x) = n(F.Vpy) =0,  (2.9)
ou n = n(r,t) est la densité locale, indépendante de la vitesse, et qui peut

par conséquent figurer indifféremment a l’intérieur ou a l'extérieur des valeurs
moyennes.

A partir du théoréme général (2.9), on peut établir trois équations de bilan
locales, pour la masse, la quantité de mouvement et 1’énergie interne. Dans la
suite de ce chapitre (sauf lorsque le contexte pourrait préter a confusion), V; sera
désigné simplement par V.

2.2. Equation de bilan locale de la masse

Posant x = m, on déduit immédiatement du théoreme (2.9) I’équation

9,
a(mn) + V.(mnv) = 0. (2.10)

En introduisant la densité locale de masse p(r,t) = mn(r,t), on met I’équation
(2.10) sous la forme de ’équation de bilan locale de la masse,

dp
- = 2.11
2 T V.(pu) = 0. (2.11)




128 Les lois de conservation de l’hydrodynamique

La masse est une quantité conservée. L’équation de bilan locale de la masse est
une équation de continuité : il n’y a pas de terme de source. Le flux de masse est
J = pu. C’est un flux convectif?.

L’équation (2.11) peut se réécrire sous la forme équivalente

0
(57 +w-V)p+pVau=0, (2.12)
qui fait intervenir la dérivée particulaire ou hydrodynamique % = % 4+ u.V.

2.3. Equation de bilan locale de la quantité de mouvement

Posant ensuite x = muv;, on obtient, & partir du théoreme (2.9),

0 1
; Apv;v) — —pF; = 0. 2.1
5; (Vi) + V. (pviv) — —pF; =0 (2.13)
Remarquant que
(vivy) = ((vi — wi)(vj — ;) + wiy, (2.14)

on peut réécrire ’ensemble des trois équations (2.13) (pour i = z,y, z) sous la
forme de I’équation de bilan locale de la quantité de mouvement :

9(pu)
ot

+ V.(puu+ P) = %F. (2.15)

Dans I’équation (2.15), puu désigne le tenseur de composantes pu;u; et P désigne
le tenseur des pressions, de composantes

Pij = p{(vi — ui)(vj — uj))- (2.16)

En ’absence de forces extérieures, la quantité de mouvement est une quantité con-
servée. Le flux de quantité de mouvement est le tenseur puu-+P. En présence d’une
force extérieure F', la quantité de mouvement n’est pas une quantité conservée :
la source de quantité de mouvement est £ F'.

En tenant compte de 1’équation de continuité (2.11), on peut réécrire 1’équa-
tion (2.15) sous la forme équivalente

9 1 1
(& +u.V)u = —F - ;V.B. (2.17)

Il n’y a pas ici de contribution diffusive au flux de masse, puisque nous considérons un
systéme a un seul constituant.
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2.4. Equation de bilan locale de I’énergie interne
Enfin, posant y = %m[v — u(r,t)]?, on vérifie tout d’abord facilement que
(Ox/0t) =0, et, de méme, que (Vpx) = 0. On obtient donc, a partir du théoreme
(2.9), 'équation
19 ofo = ul2) + 29 {pvlv — ul?) = 2. V(o —u]?) = 0 (2.18)
20t " 9 v\ 9PV e '
On définit la densité locale d’énergie interne par unité de masse, ey (7,1),
par

Cing. () = %([v — (2.19)
et le flux de chaleur, Jg, par
Ja = 3p(r,t) (v — u(r,))lo — u(r, O] (2.20)

On a les relations

ool —ul?) = £ pl(v —wlo —u?) + Spullo —u?) = Jg + pemu  (221)

et

pli(vj — uy)) = p{(vi — wi)(v; — u;)) = Pj. (2.22)
En utilisant ces deux relations, on met 1’équation (2.18) sous la forme de I’équation
de bilan locale de I’énergie interne :

8(peint.)

ot + V.[Jg + peint.u] = =P : Vu. (2.23)

Le flux d’énergie interne est la somme du flux de chaleur Jg (flux conductif) et
du flux convectif pej,t uw. L’énergie interne n’est pas une grandeur conservée : la
source d’énergie interne est —P : Vu.

En tenant compte de 1’équation de continuité (2.11), on peut réécrire ’équa-
tion (2.23) sous la forme équivalente

0 1 1
(E + u. V) eing. + ;V.JQ = P:Vu. (2.24)

Les équations de bilan locales de la masse (équation (2.11)), de la quantité de
mouvement (équations (2.15) ou (2.17)) et de 'énergie interne (équations (2.23)
ou (2.24)) sont exactes. Cependant, les équations de bilan local de la quantité
de mouvement et de 1’énergie interne font intervenir le tenseur des pressions P
et le flux de chaleur Jg. Dans ce contexte, ces quantités doivent étre obtenues
a partir de la solution de I’équation de Boltzmann. Ces équations ne sont donc
pas utilisables en pratique tant que la solution de ’équation de Boltzmann n’est
pas connue. Lorsque ce sera effectivement le cas, il deviendra possible d’écrire des
expressions pour P et Jg. Les équations de bilan locales deviendront alors les
équations de ’hydrodynamique, qui, elles, possedent un contenu physique.
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3. Approximation d’ordre zéro

3.1. Fonction de distribution

Le gaz hors d’équilibre est supposé non loin d’un état d’équilibre local. Dans
I’approximation d’ordre zéro, on assimile la distribution a une distribution de
Maxwell-Boltzmann d’équilibre local, caractérisée par une densité locale n(r,t),
une vitesse moyenne locale u(r,t) et une température locale T'(7, t) variant lente-
ment dans ’espace et dans le temps :

flr,p.t) ~ fO(r,p,t). (3.1)

Rappelons ici 'expression de f(O(r,p, 1) :

1 3/2
]

(p— mu(r,t))Z}
2rmkT (r,t) .

ST (1) (3:2)

FO>r,p.t) =n(r,t)| exp[—

3.2. Tenseur des pressions et flux de chaleur

On peut calculer a cet ordre d’approximation le tenseur des pressions, B(O),

et le flux de chaleur, Jg)). Posons, pour simplifier I’écriture,

1 3/2 m
= n( ) A

= "SrmkT’) = okT (3.3)

Le tenseur des pressions, défini par la formule (2.16), s’écrit, lorsque la moyenne
est calculée a 1’aide de la fonction de distribution d’ordre zéro,

Pi(JQ) - %C/(Ui — u;)(v; — uy) e AV Y " dp, (3.4)
soit, en introduisant la vitesse U = v—wu dans un repere lié au fluide en mouvement,
P =m'c / UU; e AU qU. (3.5)

Il apparait ainsi que les éléments non diagonaux du tenseur des pressions sont
nuls ; quant aux éléments diagonaux, ils sont tous égaux a la pression hydrostatique
locale P(r,t) = n(r,t)kT(r,t). On a :

Pi(jO) (r,t) =6;; P =n(r,t)kT(r,t) 6;;. (3.6)

Le flux de chaleur, défini par 1’équation (2.20), est donné, a 'ordre zéro, par

1 2
Iy = 5 m4C/U U2e AU qU = 0. (3.7)
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Dans ’'approximation d’ordre zéro, le tenseur des pressions se réduit au terme
de pression hydrostatique : il n’y a pas de transfert de quantité de mouvement par
viscosité. Le flux de chaleur, quant & lui, est nul. Autrement dit, les phénoménes
dissipatifs ne sont pas pris en compte a cet ordre d’approximation. Le gaz considéré
se comporte comme un fluide parfait.

3.3. Hydrodynamique du fluide parfait

Les équations de I’hydrodynamique d’un fluide parfait s’obtiennent en subs-

tituant les expressions (3.6) et (3.7) du tenseur des pressions Pi(jo) et du flux de

chaleur J© dans les équations de bilan locales de la quantité de mouvement
(équation (2.17)) et de I’énergie interne (équation (2.24)). On doit également tenir
compte de I'équation d’état des gaz parfaits, qui, a cet ordre, est simplement

P 2
; == § €int. - (38)
L’équation de bilan locale de la quantité de mouvement prend dans ce cas le
nom d’équation d’Euler et s’écrit sous la forme

d 1 1
(& +u.V)u= EF—;VP. (3.9)

L’équation de bilan locale de I’énergie interne s’écrit sous la forme

0 2
(a + u.V) €int. + 3 éint. V.u = 0. (3.10)

On peut I’écrire également sous la forme d’une équation pour la température lo-
cale :

(% +u. V)T + gT V.u=0. (3.11)

L’ensemble de ’équation de continuité (2.11) et des équations de bilan locales
de la quantité de mouvement (équation (3.9) et de ’énergie interne (équation
(3.10)) constitue les équations de 1’hydrodynamique d’un gaz sans viscosité ni
conductivité thermique (fluide parfait). Leurs solutions correspondent & des écou-
lements persistant indéfiniment, puisque les phénomenes dissipatifs ne sont pas
pris en compte.

Bien que démontrées ici a partir de ’équation de Boltzmann — donc pour un
gaz dilué — ces équations sont de validité plus générale. On peut aussi les établir
a 'aide d’arguments heuristiques, également valables dans un gaz plus dense ou
dans un liquide. On peut déduire de ces équations un certain nombre de propriétés
des fluides (équation d’une transformation adiabatique, équation de propagation
d’une onde sonore et calcul de la vitesse du son, équation de Bernoulli).
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4. Approximation d’ordre un

4.1. Fonction de distribution

Pour trouver une approximation d’ordre un de la fonction de distribution
— et obtenir ainsi des flux dissipatifs — le plus simple est d’écrire 1’équation de
Boltzmann dans I’approximation du temps de relaxation? :

o (1)
(5 0.9, + FV)(fO + ) = L

Si 'on suppose f() < (O on peut négliger () dans le membre de gauche et
écrire simplement

(4.1)

FO —T(% +0.V, + F.V,p) fO. (4.2)

L’expression de f(!) une fois obtenue, il est possible d’en déduire le tenseur des
pressions et le flux de chaleur.

Nous présentons simplement ici une discussion qualitative de "approximation
d’ordre un, en supposant constant le temps de relaxation 7. Nous utilisons pour
la distribution d’équilibre local f(9) les notations suivantes :

FfO(r,p,t) = %(

)P exp[-55 0%, U=v—u, 6=k (43)
Comme f(© ne dépend de 7 et de t que via les fonctions p, 6, et U, il est nécessaire

de calculer les dérivées partielles de f(°) par rapport & ces grandeurs. On a :

2mmo

af©® £
o  p’
8f(0) 1 m 2 3 (0)
- (2.2 4.4
06 9(29 v 2)f ’ (44
af© m )
On a aussi : ©
3f o m (0)
g0 =0 U, f*. (4.5)
On en déduit apres quelques calculs?
1 1, m 3 m 1
(1) — _400) | = (22 il g N =
f Tf pD(p)+9(29U 2)D(9)+ 7 UiD(w;) = 5F.U|,  (46)

3 Une résolution par approximations successives de 1’équation de Boltzmann a été proposée
par S. Chapman et D. Enskog (1912-1917). Dans cette méthode, on ne fait pas I’approximation
du temps de relaxation ; on construit au moyen d’un développement systématique les solutions
normales de ’équation de Boltzmann, dans lesquelles la fonction de distribution ne dépend de la
position et du temps que via la densité, la vitesse moyenne et la température locales. Le principe
de la méthode est présenté succinctement dans I’Appendice 11.

On utilise la convention usuelle de sommation sur les indices répétés.
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ou 'opérateur différentiel D est défini par

9 1. V)X. (4.7)

D(X) = ((975

En utilisant les équations de ’hydrodynamique dans ’approximation d’ordre
zéro, — c’est-a-dire I’équation (2.11) de bilan locale de la masse, I’équation d’Euler
(3.8) et ’équation (3.10) pour la température locale —, on obtient

D(p) =—-pV.u+U.Vp,

1oP 1

D(6) = —ge V.u+U.V6.

En reportant ces expressions dans la formule (4.6) pour f(1, il vient, aprés quelques
calculs,

FO = O { 5

(UVG)(QHU 2)+ 7 Uil 5~

ou; 1m

dr; 30

7 U%(V. u)} . (4.9)

soit encore, en introduisant le tenseur symétrique des contraintes A, de com-
posantes

- m Ou;  Ouy
Ayj = —= (8@ + 8xj), (4.10)
fO = 7O (Uve)( U? —§)+1A--(U-U-—16--U2)- (4.11)
20 2/ g 3T

La force appliquée a disparu du résultat.

4.2. Tenseur des pressions et flux de chaleur

On peut calculer & cet ordre d’approximation le tenseur des pressions, P, et
le flux de chaleur, Jg. Le tenseur des pressions a pour composantes

Py = m/(vi — ;) (v; — uy) (fO + fV)dp = nkT6;; + P). (4.12)

Seul le second terme de I’expression (4.11) de f(1) contribue & Pi(jl). Ona:

T™m 1
Pi(jl) = _TAkl/Uin(UkUl - géklU2)f(0) du. (4'13)

Le tenseur de composantes Pz(J) est un tenseur symétrique de trace nulle

(ZZ n P(l) = 0), qui dépend linéairement du tenseur symétrique A. Il doit donc
étre de la forme

D6, V.u), (4.14)

p) _ —2—"(/\” _
m 3



134 Les lois de conservation de l’hydrodynamique

ou m V.u est la trace du tenseur A, et 17 une constante qu’on peut identifier avec
le coefficient de viscosité. Le calcul de n a été effectué sous les mémes hypotheses
au chapitre 10 :

n =nkT'T. (4.15)

On en déduit
2n m

Pij = (SZJP — E(AU — —6ijV.u), (416)

soit
Ouj  Ou; 2. Ou

ozx; + ox; 3" 8xl)'

Py = 6;;P —n( (4.17)

Le flux de chaleur Jg, quant a lui, ne fait intervenir que le premier terme de
I'expression (4.6) de f(). On a :

m* m 5.1 06
To=-T5 [vrr(g v - H5v

i fOau. (4.18)

Jg est proportionnel au gradient thermique : c’est la loi de Fourier de la conduction
de la chaleur. Définissant la conductivité thermique k par

JQ = —K VT, (4.19)

on la calcule facilement & partir de 'expression (4.18) de Jg. 11 vient :

5nk?TT
K= — )

o (4.20)

4.3. Equations de ’hydrodynamique au premier ordre

Pour obtenir les équations de I’hydrodynamique a ’approximation du premier
ordre il faut maintenant substituer les expressions (4.17) et (4.19) du tenseur des
pressions et du flux de chaleur dans les équations de bilan locales de la quantité
de mouvement (équation (2.17)) et de I’énergie interne (équation (2.24)).

L’équation de bilan locale de la quantité de mouvement au premier ordre
prend le nom d’équation de Navier-Stokes et s’écrit

(2 +u.V)u =

11
o F--VP+!1v2u+ 3iV(V.u). (4.21)

m~  p p p
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L’équation de bilan locale de I’énergie interne s’écrit :

5 9 1 1 n Ou. ou; 2 ouy .\ 2
—+uV)T+T(Vau) = —V.(kVT) + - — (52 370
(57 TuV)T +3T(Vu) pch(mV )+2pcv(8:vi Or; 3 j&"’l)

(4.22)
C’est I’équation de la chaleur, dans laquelle ¢, = 3k/2m désigne la chaleur spéci-
fique par unité de masse du fluide. Si u = 0, I’équation de la chaleur (4.22) se
réduit a 1’équation de diffusion thermique usuelle :

pcvaa—f —V.(kVT)=0. (4.23)

Bien que démontrée ici seulement pour un gaz dilué, I’équation de diffusion
thermique est aussi vérifiée expérimentalement dans les liquides (lorsque u = 0)
et dans les solides. L’équation de Navier-Stokes elle-méme peut aussi étre établie
de maniere phénoménologique dans les gaz et dans les liquides, en utilisant la
définition expérimentale de la viscosité.

On a donc ainsi tenu compte, dans ’approximation du premier ordre, des
phénomenes dissipatifs présents dans le fluide, et calculé les coefficients de trans-
port correspondants, viscosité et conductivité thermique. Nous reviendrons sur les
équations de I’hydrodynamique lors de I’étude de la diffusion de la lumiere par un
liquide.
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Appendice 11
Principe du développement de Chapman-Enskog

Le but de la méthode proposée par S. Chapman et D. Enskog (1912-1917) est
de résoudre I’équation de Boltzmann par approximations successives. Dans cette
méthode, on ne fait pas ’approximation du temps de relaxation ; on construit au
moyen d’un développement systématique les solutions de I’équation de Boltzmann
dans lesquelles la fonction de distribution f(7, p,t) ne dépend de r et de t que via
la densité, la vitesse moyenne et la température locales.

I’approximation d’ordre le plus bas de la fonction de distribution est une
distribution d’équilibre local f(®. A T'ordre suivant, on cherche la solution de
I’équation de Boltzmann sous la forme

Fo O 4O 1) ¢ fO), (A.11.1)

On impose & f(1) les contraintes

/f<1> dp:(),/f(l)pdp:0,/f(1)edp:0 (A.11.2)

(e est I’énergie cinétique dans le repere 1ié au fluide). Ces contraintes signifient que
f et f(O sont équivalentes en ce qui concerne le calcul de la densité, de la vitesse
moyenne et de la température locales. Elles permettent de définir sans ambiguité
la distribution d’équilibre local f(?) associée & f.

L’équation de Boltzmann est de la forme
of

o YoV f+F.Vpf=J(fIf), (A.11.3)

ol, pour toutes fonctions f(p) et g(p),
Hslg) = [dpr [ d20(@) o~ il (F@)9(eh) - FElge0)l (A1L1)

L’approximation d’ordre zéro est une distribution d’équilibre local. Les flux
dissipatifs sont nuls a cet ordre. L’hydrodynamique est celle d’un fluide parfait.

L’approximation d’ordre un s’obtient en écrivant le premier membre de I’équa-
tion de Boltzmann & l’ordre f(9), et en développant le second membre au premier
ordre en f(). Une fois résolue 1’équation obtenue, on dispose d’une expression de
@) en fonction de f(*) et des affinités. Les contraintes (A.11.2) doivent étre prises
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en compte a chaque instant. On en déduit les flux dissipatifs et les équations de
I’hydrodynamique.

Les solutions obtenues par la méthode de Chapman et Enskog forment une
classe tres spéciale de solutions de I’équation de Boltzmann, appelées solutions
normales. L’importance de ces solutions réside dans le fait, que, si une solution de
I’équation de Boltzmann n’est pas de ce type, elle le devient apres un temps tres
court de 'ordre du temps de collision (de I'ordre de 10719 s dans un gaz dans les
conditions normales). Les solutions normales sont donc les solutions pertinentes
dans la plupart des applications physiques. I.’approximation la plus utile en pra-
tique est ’approximation d’ordre un, qui permet de justifier — et d’améliorer — les
calculs effectués précédemment dans ’approximation plus “rustique” du temps de
relaxation.
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12. Phénomenes de transport dans les solides

(1)

1. Le gaz d’électrons

Le gaz d’électrons dans les solides est un gaz quantique. Les états électroniques
sont repérés par un indice de bande n et par un vecteur d’onde k. Le gaz d’électrons
est décrit ici dans une approximation semi-classique, dans laquelle on s’intéresse a
la fonction de distribution f(r, k,t) des électrons dans une bande donnée. Outre la
position r et le temps ¢, on choisit comme argument de la fonction de distribution
le vecteur d’onde k. L’indice de bande est omis : les transitions interbandes sont
donc négligées. Ceci suppose que les champs extérieurs ne sont pas trop intenses
et varient suffisamment lentement dans I’espace et dans le temps.

Dans ’'approximation semi-classique, le mouvement entre deux collisions d’un
électron de charge ¢ = e est régi par les équations

, 1
{’l".—’vk _ﬁvk€k7 (11)
hk = e(E+'vk X B),
ol vk et ex sont respectivement la vitesse et ’énergie de 1’électron dans ’état |k),
et E et B les champs électrique et magnétique appliqués.

Désignons par f(k,r,t) (= fkx en abrégé) la probabilité de trouver un électron
dans ’état |k). La quantité # f(r, k,t) dr dk représente le nombre moyen d’élec-
trons qui, a l'instant ¢, ont une position dans un élément de volume dr centré en
r et un vecteur d’onde dans un élément de volume dk centré en k, le facteur 2
prenant en compte les deux orientations de spin. La densité locale des électrons
de la bande considérée est donnée par

2
n(r 1) = (%)S/f(r,k,t) k. (1.2)

L’équation de Boltzmann pour la fonction de distribution f(r, k,t) s’écrit :

0 F 0
8_{ + .V, f+ %.ka: (a_{)coll.’ (1.3)
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ou F = e(E + vk x B) est la force de Lorentz.

Comme les électrons sont des fermions, la fonction de distribution d’équilibre
global est la fonction de Fermi-Dirac,

folek) = =

— (L.4)

kT

1+ exp

ou p est le potentiel chimique (ou niveau de Fermi). Pour préciser ’équation de
Boltzmann (1.3), il est nécessaire d’écrire 'expression de 'intégrale de collision
appropriée aux différents types de collisions que peuvent effectuer les électrons
— en tenant compte du fait que ceux-ci sont des fermions.

2. L’intégrale de collision

L’intégrale de collision fait intervenir la probabilité par unité de temps pour
qu’un électron, initialement dans un état de vecteur d’onde k, soit diffusé dans
un état de vecteur d’onde k’. Selon la théorie de Bloch, un électron évoluant
dans un arrangement parfaitement périodique d’ions ne subit aucune collision.
Dans 'approximation des électrons indépendants, les collisions, qui produisent les
transitions d’un état de Bloch a un autre, sont nécessairement induites par des
irrégularités dans le réseau cristallin : la description de ces irrégularités conduit en
effet a écrire un nouveau terme de potentiel, non périodique, dans le hamiltonien
a un électron. Dans 'approximation de Born, la probabilité de transition est pro-

portionnelle au carré de 1’élément de matrice du potentiel perturbateur entre les
états |k) et |k').

2.1. Les différents mécanismes de collision

Il existe plusieurs mécanismes de collision, qui modifient le vecteur d’onde de
I’électron — et dans certains cas aussi son énergie —, autrement dit qui donnent lieu
a diffusion® de ’électron. Les mécanismes de collision les plus importants sont :

e la diffusion par les impuretés et par les défauts cristallins : un atome
d’impureté représente une irrégularité fixe dans le cristal, qui agit sur les électrons
comme un centre diffuseur localisé. Les donneurs et les accepteurs dans les semicon-
ducteurs, étant des impuretés chargées, agissent aussi comme centres diffuseurs.
Se rattache a cette catégorie la diffusion par des défauts plus étendus, a cause
desquels la périodicité du réseau est violée le long d’une ligne ou le long d’un plan
entier (diffusion par les dislocations ou les joints de grain) ;

e la diffusion par les vibrations de réseau : les ions du cristal ne sont pas
rigoureusement fixés en un arrangement périodique, mais subissent par rapport
a leurs positions d’équilibre des oscillations dont 'amplitude croit avec la tempé-
rature. Ces déviations donnent lieu a une diffusion des électrons qui dépend de

1 Le mot francgais diffusion est employé ici avec le sens du mot anglais scattering.
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la température. C’est la raison principale pour laquelle la résistivité en courant
continu dépend de la température. Lorsque la température diminue, 'amplitude
des vibrations ioniques décroit, et la diffusion sur les impuretés et les défauts de
réseau devient le mécanisme de collision dominant

e la diffusion électron-électron : lorsqu’on écrit le hamiltonien & un électron,
I'interaction de Coulomb entre électrons n’est prise en compte que de fagon moyen-
ne. Les écarts par rapport a cette moyenne correspondent a des collisions entre
électrons. Celles-ci jouent cependant un role mineur dans la théorie de la con-
duction dans les solides?. Aux hautes températures, les collisions électron-électron
sont beaucoup moins importantes que la diffusion par les vibrations thermiques
des ions, et, aux basses températures, sauf dans des cristaux exceptionnellement
purs, le mécanisme dominant est celui des collisions sur les impuretés et sur les
défauts de réseau.

Dans toutes ces interactions, la quantité de mouvement et ’énergie sont glo-
balement conservées. Par exemple, au cours d’une collision électron-phonon, la
quantité de mouvement et 1’énergie perdues par 1’électron sont gagnées par le
phonon, ou inversement. Dans un champ électrique extérieur, on atteint un état
stationnaire lorsque la quantité de mouvement et I’énergie fournies aux électrons
par le champ sont cédées au réseau via les processus de collision.

2.2. Intégrale de collision pour la diffusion par les impuretés

L’exemple le plus simple de processus de collision est la collision d’un électron
avec un centre diffuseur fixe, comme par exemple une impureté. Dans une telle
collision, 1’électron passe d’un état |k) a un état |k’), la différence de quantité
de mouvement correspondante Ap étant absorbée par I'impureté. Celle-ci voit
donc son énergie changer de (Ap)?/2M, si M est sa masse. Comme la masse
de 'impureté est beaucoup plus grande que celle de 1’électron, ce changement
d’énergie est tres petit par rapport a I'énergie initiale de ’électron. L’énergie de
I’électron n’est donc pratiquement pas modifiée par ce type de diffusion, qui est
dite élastique. Le seul parametre nécessaire a la description de la collision est le
vecteur d’onde k de 1’électron.

La probabilité conditionnelle Wy x dt pour qu'une transition de I'état |k) a
létat |k’) se produise dans I'intervalle de temps dt s’obtient (a approximation de
Born) par la regle d’or de Fermi. Cette probabilité est proportionnelle au carré
de I’élément de matrice du potentiel perturbateur d’un centre diffuseur (potentiel
désigné par V;) entre les états |k) et |k’), et, comme 1’énergie de I’électron n’est
pas modifiée par la collision, elle est également proportionnelle & §(ex — €x/) :

2
Wi = == [(K|Vilk) P 8 e — ex). (2.1)

Ceci différencie le gaz d’électrons dans un solide d’un gaz ordinaire, ou les collisions entre
particules sont les seuls mécanismes de diffusion & prendre en compte (& part les collisions sur
les parois).
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Pour obtenir la probabilité d’une transition entre les états |k) et |k’) dans
I'intervalle de temps dt, étant donné qu’initialement ’électron est dans 'état |k)
et que I'état |k’) est vide, il faut multiplier Wi/ x par la probabilité f(r, k,t) pour
que l'état |k) contienne un électron et par la probabilité 1 — f(r,k’,t) pour que
Pétat |k') soit vide.

L’intégrale de collision pour des collisions sur des impuretés s’écrit donc

e

E)coll. = Wik fior (1= fio) = Wik fie (1= fio)], (2.2)

k’

soit encore

af 1%

(a)coll. ~ 2np /[Wk,k'fk’(l — fi) = Wik f (1 = fier)] dK (2.3)

ou V est le volume de I’échantillon considéré.

2.3. Intégrale de collision pour la diffusion par les phonons

Comme autre exemple, considérons la collision d’un électron avec un phonon.
Il s’agit d’une collision inélastique dans laquelle I’énergie de 1’électron est mo-
difiée. Nous ne donnerons pas ici de traitement détaillé de 'interaction électron-
phonon, mais nous considérerons un modele schématique permettant de se faire
une idée de la forme de l'intégrale de collision. Il s’agit du modeéle d’Einstein,
dans lequel chaque atome est supposé vibrer comme un oscillateur harmonique,
indépendamment des autres atomes. Les états de ’oscillateur ont des énergies
E, ; a chacun d’eux est associée la probabilité d’occupation p,. La probabilité
de transition correspondant & une diffusion est de la forme Wy’ k..., avec v/ =
v+ 1. Elle est proportionnelle & §(exs — ex + E,» — ), puisque I"énergie totale est
conservée. L’intégrale de collision s’écrit

&

E)coll. = Z (Wi krswwpo fio (L= fi) = Wio s wpo fc (1= fir)],  (2.4)

k’,v,v’
soit, comme v/ = v + 1,

(88—.];)(:011. - % /[Ak,k'fk'(l - fk) - Ak’,kfk(]_ — fk’)} dk/’ (25)

avec
Ak =) Wi kw1 o + Wi kw1 Posa] (2.6)
14
L’intégrale de collision (2.5) correspondant aux processus de collision électron-
phonon est formellement analogue & l'intégrale de collision (2.3) décrivant les col-
lisions électron-impureté. Il faut cependant noter que, tandis que dans 1’équation
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(2.3), Wi x est proportionnel a 6(ex —ex-), dans I’équation (2.5), Ak’ k ne 'est pas,
puisque cette derniere quantité décrit des processus au cours desquels I’énergie de
I’électron est modifiée.

Si deux (ou plusieurs) processus de diffusion indépendants sont a prendre
en compte, alors 'intégrale de collision est la somme des intégrales de collision
correspondant a chaque processus.

3. Principe du bilan détaillé

La distribution d’équilibre global est la solution indépendante du temps de
I’équation de Boltzmann. S’il n’y a pas de force extérieure, la fonction de distri-
bution ne dépend pas de 7. La distribution d’équilibre global fy(ex) est solution
de léquation (9f/0t)eon. = 0. Cette condition doit étre satisfaite quelle que soit
la forme de Wy . L’intégrand de l'intégrale de collision doit donc étre nul a
I’équilibre. Autrement dit, a 1’équilibre, chaque processus de diffusion et son in-
verse doivent se produire avec des probabilités égales. C’est le principe du bilan
détaillé.

3.1. Diffusion par les impuretés

Les collisions électron-impureté sont décrites par l'intégrale de collision (2.3).
Le principe du bilan détaillé s’écrit donc, dans ce cas :

Wi k- folex)[1 — folex)] = Wier i folex)[1 — folexr)]. (3.1)

Pour ces collisions, Wy x est nul sauf si ¢ = €. Les fonctions de Fermi dans
I’équation (3.1) disparaissent donc et il vient,

Wk’k/ = Wk’,k- (32)

On retrouve ainsi la propriété de microréversibilité. Elle se vérifie d’ailleurs di-
rectement sur la formule (2.1) pour Wy i, puisque le potentiel perturbateur V; est
hermitique?. Le principe du bilan détaillé implique donc que, pour les processus de
diffusion qui conservent ’énergie, les probabilités de transition sont symétriques.
Ceci conduit & une simplification de I'intégrale de collision (2.3), qui devient :

()

4 /
I eoll. = W /Wkryk (fxr — fx) dK'. (3.3)

Le principe d’exclusion n’a pas d’effet sur les processus de diffusion de ce type :
Pexpression (3.3) aurait été la méme en ’absence de restrictions sur I'occupation
de I’état final.

3 Toutefois, la formule (2.1) est ’expression des probabilités de transition par unité de temps
dans l'approximation de Born, tandis que la propriété de symétrie (3.2) est valable généralement
(quel que soit le mode de calcul employé pour les probabilités de transition par unité de temps).
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3.2. Diffusion par les phonons

Dans le cas de processus qui ne conservent pas 1’énergie électronique, comme
par exemple les collisions électron-phonon décrites par I'intégrale de collision (2.5),
le principe du bilan détaillé s’écrit :

Ax k folex)[1 — folex)] = Axr k folex)[L — fo(ex)]- (3.4)
En utilisant le fait qu’a 1’équilibre

Dur EV_EV’ 1_f0 €E— [
=exXp ———, =
Dy kT fO

(3.5)

ainsi que la conservation de 1’énergie totale, on arrive encore a la conclusion :
Wk k= Wi kot v (3.6)

Les probabilités de transition par unité de temps sont donc encore symétriques.
Cependant, les quantités Ay x définie par la formule (2.6) ne le sont pas et vérifient
I’égalité
€k’ — €k
kT
de sorte que l'intégrale de collision (2.5) ne peut étre simplifiée davantage. Dans
ce cas, le principe du bilan détaillé ne permet pas de s’affranchir des restrictions
liées au principe d’exclusion.

Ak,k’ = Ak’,k exp (37)

4. Solution approchée de I'équation de Boltzmann

On utilise chaque fois que possible la méthode de résolution approchée ana-
logue a celle exposée précédemment dans le cas des gaz classiques dilués avec des
molécules effectuant des collisions binaires. L’effet principal du terme (9f/0%t)con.
est de faire relaxer la fonction de distribution vers une fonction de distribution
d’équilibre local, qui est ici, non pas une maxwellienne, mais une distribution de
Fermi-Dirac, que 'on écrit

0) =1 w ) 4.1
f (’l“, €k, ) + exp kT('l",t) ( )

Dans l'expression (4.1), T'(r,t) et pu(r,t) sont les valeurs d’équilibre local de la
température et du potentiel chimique.

L’intégrale de collision est exprimée, lorsque c’est possible, dans ’approxi-
mation du temps de relaxation :

9 — £(O)
(a_{)coll. ~ _% (42)
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Le temps de relaxation 7 dépend en général du vecteur d’onde k (ou de I’énergie €
dans un systeme isotrope). La dépendance de T par rapport a k ou & e dépend du
détail des mécanismes de collision. Le calcul des temps de relaxation correspondant
a la diffusion des électrons par les impuretés neutres ou ionisées ou par les phonons
(acoustiques) fera I'objet d’un chapitre ultérieur.

En ce qui concerne le premier membre de ’équation de Boltzmann (1.3), il
convient de remarquer que le champ électrique et le champ magnétique agissent
sur les porteurs de charge de maniere tres différente. Le champ électrique leur cede
en effet de I’énergie, mais pas le champ magnétique. Si les écarts a I’équilibre local
restent petits, on cherche la solution de I’équation de Boltzmann sous la forme
f=fO%)+ fM, ott fM <« fO est du premier ordre par rapport au champ
électrique, au gradient de potentiel chimique et au gradient de température, mais
contient en revanche des termes de tous les ordres en champ magnétique. Dans le
terme en champ magnétique, la fonction de distribution f(°) ne joue aucun réle :
en effet, (O dépendant de k via I’énergie ¢, on a

(0) (0)
of Vikex = hog of .
€k Oek

Vi fO = (4.3)

Le terme en produit mixte (vx x B).V f(©) est donc nul. On obtient ainsi pour
un état stationnaire équation pour f) :

af©
Oek

) + %(vk x B).V f) = (%)CO]L. (4.4)

€k — U
T

'vk.[ VrT—l—Vr,u—eE}(—

L’équation de transport (4.4), avec la forme (4.2) de lintégrale de colli-
sion, permet d’analyser divers phénomenes de transport, tels que la conductivité
électrique et la conductivité thermique, ainsi que les effets croisés associés (effet
Seebeck, effet Peltier). On peut aussi, en présence d’un gradient de concentration,
calculer le courant de particules et le coefficient de diffusion correspondant. Enfin,
il est possible d’analyser les divers phénomenes de transport en présence de champ
magnétique (effet Hall, magnétorésistance longitudinale ou transverse).

5. Limites de validité de I'équation de Boltzmann

5.1. Séparation des échelles de temps

Pour que I’équation de Boltzmann soit valable, il est nécessaire de pouvoir
considérer les collisions comme ponctuelles et instantanées. En particulier, la durée
d’une collision 7y doit étre négligeable par rapport au temps de collision 7. En
effet, si ces deux temps étaient du méme ordre, 1’électron pourrait se trouver en
méme temps sous 'influence de deux centres diffuseurs différents. En pratique 7
ne devient comparable a 7 que dans des métaux tres sales ou dans des liquides, ou
la théorie du transport devient plus difficile. On a donc la condition de validité :

T KX T. (51)
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Autrement dit, deux échelles de temps bien séparées doivent exister : 'une est
la durée d’une collision, l'autre est 'intervalle de temps typique séparant deux
collisions.

5.2. Limitations quantiques

Il faut également tenir compte des limitations quantiques. Elles sont de deux
ordres. Tout d’abord, la diffusion par chaque centre est décrite par la mécanique
quantique. La probabilité de diffusion de I’électron d’un état |k) vers un état |k’)
se calcule par la regle d’or de Fermi. Ceci suppose, afin de pouvoir considérer une
collision unique, que l'intervalle de temps At sur lequel on étudie 1’évolution de la
fonction de distribution soit plus petit que le temps de collision 7, autrement dit
que h/T soit une quantité petite devant une énergie électronique typique. Dans les
semiconducteurs, la condition de validité a écrire sera donc :

h
— <KT. (5.2)

Dans les métaux, I'inégalité ci-dessus est fréquemment violée. Cependant, au lieu
de kT, c’est 'autre énergie caractéristique du probleme, c’est-a-dire I’énergie de
Fermi, qui doit alors étre prise en considération. La condition de validité prend
donc la forme beaucoup moins restrictive :

h

D’autre part, le traitement que nous avons présenté ici est un traitement semi-
classique. La théorie quantique du transport, développée en particulier par Kubo,
et sur laquelle nous reviendrons par la suite, fait intervenir la matrice densité
des électrons, dont il faut étudier 1’évolution temporelle en présence des champs
extérieurs et des diverses interactions auxquelles sont soumis les électrons. Cette
matrice densité possede des éléments diagonaux, qui s’interpretent en termes de
probabilités d’occupation des états, ainsi que des éléments non diagonaux. L’équa-
tion de Boltzmann, quant & elle, est une équation semi-classique pour la fonction de
distribution des électrons, qui est I’analogue semi-classique des éléments diagonaux
de la matrice densité. Un des problemes qui se posent pour discuter la validité de
cette équation est celui de la justification du fait que les éléments non diagonaux
de la matrice densité ne sont pas pris en compte.

5.3. L’équation maitresse de Pauli

La premiere déduction de ’équation de Boltzmann a partir de la mécanique
quantique a été proposée par W. Pauli en 1928. Pauli a fait I’hypothese que les
phases contenues dans les amplitudes quantiques sont distribuées au hasard a
chaque instant. Cette hypothese est ’analogue quantique de ’hypothese du chaos
moléculaire en théorie cinétique classique. Il a ainsi obtenu pour les éléments diago-
naux de la matrice densité une équation d’évolution, appelée équation maitresse de
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Pauli, dont ’analogue semi-classique est I’équation de Boltzmann pour la fonction
de distribution.

La validité de I'approche de Pauli a été étudiée en particulier par L. van Hove
en 1956 et par 1. Prigogine en 1962. Van Hove considere 'opérateur d’évolution
exp(—iHt/h), ou H contient le hamiltonien des particules indépendantes H ainsi
qu’un Hamiltonien V; pouvant décrire diverses interactions, mais pas celle avec le
champ extérieur. Il pose

H=Hy+ \V;, (5.4)

oll A est un parametre mesurant la force des interactions. Un développement en
perturbations est un développement en puissances de A\. Un développement tronqué
apres quelques ordres en A n’est valable qu’aux temps tres courts. Pour étudier
I’approche de I’équilibre, il faut pouvoir étudier au moins des temps de ’ordre du
temps de collision, qui est proportionnel & A\~2 (si les interactions individuelles
sont décrites dans I'approximation de Born, ce que nous supposons). Ceci suggere
que \ soit considéré comme petit, et ¢ comme grand, le produit A%t restant fini.
On garde donc les termes en puissances de A%t et on néglige ceux du type A™t"
avec m # 2n. En utilisant ces concepts, van Hove a pu montrer que la somme
des termes pertinents dans 'opérateur d’évolution conduit a une quantité dont la
dépendance temporelle est donnée par ’équation de Boltzmann.

Plus précisément, on peut démontrer que, pour des électrons en interaction
avec des impuretés faiblement diffusantes, I’équation de Boltzmann est valable a
I’ordre le plus bas en A.

Dans le cas de linteraction électron-phonon, on peut, en considérant les
systemes couplés d’électrons et de phonons, obtenir une équation de Boltzmann
pour la fonction de distribution des électrons, a condition de supposer que les
phonons restent a 1’équilibre thermique a tout instant. La validité de cette hy-
potheése dépend de la vitesse avec laquelle la distribution des phonons peut relaxer,
apres une collision électron-phonon, au moyen des collisions phonon-phonon, des
collisions sur les impuretés, etc. On suppose ici que cette relaxation est assez
rapide pour n’entrainer aucun effet de transport. Ceci est généralement vrai, sauf
aux tres basses températures, ot le champ électrique peut produire un déplacement
appréciable de la distribution des phonons dans I'espace des impulsions (cet effet
est appelé phonon-drag).
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13. Phénomenes de transport dans les solides

(2)

Nous allons calculer quelques coefficients de transport dans les solides dans
le cas le plus simple ou l'on ne s’intéresse qu’aux électrons d’une seule bande
non remplie, par exemple aux électrons de la bande de conduction d’un métal ou
d’un semiconducteur. On choisit la structure de bande la plus simple possible,
décrite dans ’approximation de la masse effective. Le tenseur de masse effective
est supposé diagonal et isotrope. La loi de dispersion s’écrit donc ex = h2k2 /2m*,
le bas de la bande de conduction étant pris comme origine des énergies. La vitesse
de I’électron dans un état |k) est alors vx = hk/m*.

Nous allons résoudre 1’équation de Boltzmann dans ’approximation du temps
de relaxation. Le temps de relaxation 7 dépend en général de k. Le systeme étant
supposé isotrope, 7 ne dépend en fait que de I’énergie e .

1. Conductivité électrique isotherme

Nous supposons que le champ électrique appliqué est uniforme et constant. Il
n’y a pas dans le systeme de gradient de température ni de gradient de potentiel
chimique. Il n’y a pas non plus de champ magnétique appliqué. L’équation de
Boltzmann (linéarisée par rapport au champ électrique) se réduit alors a

af® B f

de 7 T(e)’ (1.1)

('vk .eE) (—

Nous calculons la densité de courant électrique a l'aide de la fonction de

distribution :
2e

J = @)y /f(l)vk dk. (1.2)
(Dans la formule ci-dessus, le facteur 2 tient compte de la dégénérescence de
spin de ’électron). Lorsqu’on néglige les phénomenes de chauffage, la distribution
d’équilibre local vers laquelle relaxe la fonction de distribution est identique a la
distribution d’équilibre, qui est ici la distribution de Fermi-Dirac fy(e). L’équation
de Boltzmann (1.1) donne alors

fO = er(e)(v.E) (—%) : (1.3)
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(Dorénavant, nous désignons simplement par € et par v 1’énergie et la vitesse de
Iélectron dans l'état k).

Le courant J est donné par

62

J==
473

(e)(v.E) C%) v dk. (1.4)

Avec la forme choisie pour la relation de dispersion, pour un champ électrique
appliqué dans la direction x, la seule composante non nulle de la densité de courant
est J,. La conductivité électrique o est définie par la relation de proportionnalité
entre la densité de courant et le champ électrique appliqué :

Jy =0 E,. (1.5)

Il est commode ici d’introduire la densité d’états en énergie des électrons, n(e), et
d’écrire la densité de courant sous la forme d’une intégrale sur ’énergie :

1= [Tt (<50 ) n (o de. (16)

Comme )
€= §m*(v§+v§+v§), (1.7)

la conductivité électrique est donnée par

;o 2 /Oooen(e)T(e) (—%) de. (1.8)

~ 3m*

Par ailleurs, le nombre d’électrons libres par unité de volume est

n= /000 n(e) fo(e€) de, (1.9)

soit, en intégrant par parties, et en faisant intervenir la densité d’états intégrée

N(e) = fi nle)de',
n = /Ooo (—%) N(e) de. (1.10)

0

11 vient alors :

_Z _ (1.11)

Dans ’équation ci-dessus, la densité d’états et la densité d’états intégrée sont
respectivement de la forme n(e) = Ce'/? et N(e) = (20/3)e>/2.
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On réécrit habituellement ’équation (1.11) sous la forme

(1.12)

en définissant la valeur moyenne (1) du temps de relaxation par

La conductivité électrique s’écrit aussi

o =neup, (1.14)

ou la mobilité de dérive des électrons est donnée par 1’expression

e(r)

m*

1D = (1.15)

Nous allons maintenant préciser la forme de (7) pour un gaz d’électrons forte-
ment dégénéré (métal) et pour un gaz d’électrons non dégénéré (semiconducteur
non dégénéré).

1.1. Gaz d’électrons fortement dégénéré (métal)

La fonction de distribution fy(e) est la fonction de Fermi-Dirac. De maniere
générale, compte tenu de la forme analytique de cette fonction a basse température,
on peut, si ®(e) est une fonction de I’énergie lentement variable sur un intervalle
le — p| de lordre de kT, et ne divergeant pas plus rapidement qu’une puissance
de € lorsque € — 00, écrire le développement suivant, appelé développement de
Sommertfeld :

[e%} 71_2 2(1)
/0 D (e) (—%) de = ®(p) + F(kag? ezu—l—..., (1.16)
Ce développement est valable pour k7" < u. Autrement dit, a basse température,
la dérivée de la fonction de Fermi-Dirac agit, en premiere approximation, comme
une fonction delta centrée a la valeur py du potentiel chimique & température nulle
(appelé également niveau de Fermi et désigné par er) : le plus important est ce
qui se passe sur la surface de Fermi et a son voisinage.
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Lorsque T'= 0K, on a

9o
—E :6(6—61?) (117)
et donc
(1) = 7(er). (1.18)

Autrement dit, seule intervient la valeur du temps de relaxation au niveau de
Fermi. La conductivité électrique est donnée par :

ne’r(er) (1.19)

m*

g =

1.2. Gaz d’électrons non dégénéré (semiconducteur non dégénéré)

La fonction de distribution fy(€) est la fonction de Maxwell-Boltzmann, de la
forme

fole) = AP, B= (k1)L (1.20)
On a donc : of
_2Jo _ —Be
5 = Ape*. (1.21)

Le temps de relaxation dépend généralement de I’énergie selon une loi en puis-
sances,

7(e) = Cste. €°, (1.22)

ol l'exposant s dépend du mécanisme de collision!. On en déduit

/ eSe3/2e7Pe de
(1) = Cste. 22

o0 )
/ e3/2e7P€ de
0

s Ll(5/2) + o]
L5/21

(1.23)

soit
(1) = Cste. (kT) (1.24)

ou I' désigne la fonction eulérienne de seconde espece (fonction gamma d’Euler).
La dépendance en température de (r) reflete donc la dépendance en énergie du
temps de relaxation 7(e).

Les divers mécanismes de collision électron-impureté ou électron-phonon seront étudiés en
détail au chapitre suivant.
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2. Effets thermoélectriques

On considere ici un métal ou un semiconducteur dans lequel existe une densité
uniforme n d’électrons de conduction de charge e. Il est soumis a une température
T'(r) et & un champ électrique E, ce dernier étant supposé uniforme et constant.

L’équation de Boltzmann linéarisée s’écrit

af© B f

v.[%VrT—l—Vru—eE}(—

Pour simplifier, nous allons considérer une géométrie unidimensionnelle, o1 tous
les vecteurs sont paralleles a ’axe z. La solution au premier ordre de I’équation
de Boltzmann (2.1) est

FO = (e )v.[(eE — Vi) — % VT (—%) , (2.2)

ol dorénavant V désigne simplement V.

La densité de courant électrique s’obtient ensuite & 1’aide de la formule (1.2).
Elle dépend linéairement, d’une part, du gradient du potentiel électrochimique
a(r) = p[T(r)] —e [ E.dr, et, d’autre part, du gradient de température.

Par ailleurs, l'existence d’un gradient de température conduit a celle d’un
flux de chaleur. Comme au chapitre 5, nous nous intéressons ici au flux de chaleur
Jo = Jg—nJd N, ou Jg et Jy sont respectivement les flux d’énergie et de particules.
Le flux de chaleur J¢, est donné par

2
R —— —mvfh dk. 2.3
Q (2 7_‘_)3 / (6 /1’) f ( )
Comme nous ne retenons que les effets linéaires, le potentiel électrochimique 1z
doit étre remplacé par le potentiel chimique p dans 'expression (2.3), qui devient

donc
2

* _ (1)

7o = oy / (e — v fD dk. (2.4)
En prenant pour f(!) I’expression (2.2) et en détaillant les calculs du courant

électrique et du courant de chaleur, on voit apparaitre des intégrales du type :

K, = /Ooo e (_%) (c—p)n(@)r()de, n=01,2 (25

On obtient pour la densité de courant électrique J = eJy et le flux de chaleur J
les expressions
1 1
J=e*Ky(E — ~Vu) —eK, VT,
€ T (2.6)
. 1 1 '
JQ = €K1(E — gvu) — KQTVT,
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ou encore . )
J = —eKoT—Vﬁ + €K1TV(—),
1 1 '
Dans ces notations, la conductivité électrique est 0 = e’ K. En introduisant de
nouveau les coefficients cinétiques L;, définis au chapitre 5,

1 1
JN 11TVM+ 12V(T)7

1 1 (2.8)
Jo=—Lx TVH + LQQV(T%
on peut écrire
L1 = KoT,
Lis = Loy = K1T, (2.9)
Loy = KT

Les expressions microscopiques des coefficients L5 et La; que nous venons d’obte-
nir vérifient effectivement, comme il se doit, la relation de symétrie d’Onsager

L12 = L21-

Clairement, ’expression de ¢ montre que

K, = )

m*’

ou (7) est défini par la formule (1.13). Nous allons maintenant préciser la forme de
K et de K5 pour un gaz d’électrons fortement dégénéré (métal) et pour un gaz
d’électrons non dégénéré (semiconducteur non dégénéré).

2.1. Gaz d’électrons fortement dégénéré (métal)

o Ko = % /Ooo v? (—%) n(e)(e) de. (2.10)

En termes de la fonction

Ko(e) = 372n* en(e) T(e), (2.11)

le développement de Sommerfeld des intégrales intervenant dans les expressions
de Ky, K7 et K5 conduit, a ’ordre le plus bas, a

Ko ~ K()(EF),
2
~ 2 OKo(e)
Kl — 3 (kT) 86 GZEFv (212)
KQ ~ ? (kT) KO(GF)-
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La conductivité thermique se mesure en circuit ouvert : il n’y a pas alors de
courant dans ’échantillon. Il s’établit le long de celui-ci un gradient de potentiel
électrochimique proportionnel au gradient de température. Le flux de chaleur est

de la forme Ji = —k VT, avec la conductivité thermique en circuit ouvert?
KoKy — K?
g o— 20722 7 (2.13)
KT

Dans un métal, k = Ko /T, et, comme o = e?Kj, on a la loi de Wiedemann-
Franz :

g N % (2)*T. (2.14)

Le rapport £ = k/oT, appelé nombre de Lorenz, est une constante indépendante
de la température. De plus, sa valeur est indépendante du métal considéré :

L="2(%)" (2.15)

w2k
3 ‘e
La loi de Wiedemann-Franz a été établie empiriquement en 1853 pour de nombreux
métaux.

Le calcul précédent repose sur 'hypothese de I'existence d'un temps de rela-
xation gouvernant les deux processus de conduction, conduction électrique et con-
duction thermique. Nous montrerons dans le chapitre suivant qu’un tel temps de
relaxation existe — et donc que la loi de Wiedemann-Franz est valable — lorsque les
processus de collision sont élastiques. En pratique, cela signifie que le changement
d’énergie de chaque électron au cours d’une collision reste petit par rapport a k7.
La diffusion par les vibrations thermiques du réseau satisfait a cette condition aux
hautes températures. Par ailleurs, aux basses températures, le mécanisme domi-
nant est celui de la diffusion élastique des électrons par les impuretés. La loi de
Wiedemann-Franz est donc bien vérifiée a haute et a basse température. Cepen-
dant, dans un domaine de température intermédiaire (d’une dizaine & quelques
centaines de degrés Kelvin) ot les collisions inélastiques sont a la fois dominantes
et capables d’induire des pertes d’énergie électronique de 'ordre de quelques kT,
on attend — et on observe effectivement — des écarts par rapport a cette loi.

2.2. Gaz d’électrons non dégénéré (semiconducteur)

On obtient le méme type de relation entre k et o T. Pour effectuer le calcul,
il est nécessaire de modifier la forme des intégrales K, en tenant compte de ce

2 Nous avons calculé ici la contribution des électrons & la conductivité thermique du métal.
Celle-ci étant d’un ou de deux ordres de grandeur supérieure a la contribution du réseau a cette
conductivité, on peut considérer qu’elle représente effectivement la conductivité thermique du
métal.
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que fy est la fonction de Maxwell-Boltzmann. Si le temps de relaxation dépend de
I’énergie selon une loi en puissances du type (1.22), on obtient pour le nombre de
Lorenz :

£=(g+s) (%)2. (2.16)
C’est le nombre de Lorenz ordinaire, calculé pour une distribution de Maxwell-
Boltzmann, au lieu d’étre calculé pour une distribution de Fermi dégénérée comme
dans un métal. Comme la conductivité d’un semiconducteur est petite comparée a
celle d’un métal typique, la contribution des électrons a la conductivité thermique
totale doit y étre petite par rapport a la contribution des phonons. De plus, le
calcul ci-dessus est trop simplifié puisqu’il ne tient compte que des électrons, et
non des trous. Si l'on tient compte de la contribution des trous, un autre terme
s’ajoute au terme venant de l’expression (2.16) du nombre de Lorenz, ce qui peut
expliquer la conductivité thermique élevée de certains semiconducteurs. Le nombre
de Lorenz n’est plus alors une constante indépendante du semiconducteur.

2.3. Conclusion sur les effets thermoélectriques

Les relations (2.8) permettent de continuer la discussion des effets thermo-
électriques, comme au chapitre 5. Toutefois, nous disposons maintenant d’un
moyen d’évaluer explicitement les coefficients de transport intervenant dans les
différents effets. Par exemple, en circuit ouvert, un gradient de température s’ac-
compagne d’un gradient de potentiel électrochimique : c’est I'effet thermoélectrique
ou effet Seebeck. On a :

Kq 1
Vi=——=VT 2.17
=% T (2.17)
Le pouvoir thermoélectrique € du matériau considéré est donc :
1 Ky
= — —. 2.18
‘T T K, (2.18)

Par exemple, dans un métal, compte tenu de ’expression (2.12) de K, on obtient :

w2k Olog Ko(e)
= — -k —————

‘T3¢ Oe
Le signe du pouvoir thermoélectrique dépend de la structure de bandes du métal

considéré.

(2.19)

e=€rp

On peut, de méme, discuter ’effet Peltier, c’est-a-dire I’apparition, a tempéra-
ture uniforme, d’un flux de chaleur accompagnant un courant électrique. A tempé-
rature uniforme, les relations (2.8) conduisent & :

J =—-eKyVT,
o (2.20)
On en déduit : )
Jo = gK0—1K1J =TIJ. (2.21)

On vérifie donc a deuxiéme relation de Kelvin :
II=¢€T. (2.22)
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3. Transport en présence de champ magnétique : effet Hall et
magnétorésistance

Les propriétés de transport d’un solide peuvent étre profondément modifiées
par 'application d’un champ magnétique. Nous supposons ici qu’'un champ élec-
trique E = (E,, E,,0) et un champ magnétique B = (0,0, B) sont appliqués au
solide. La température et le potentiel chimique sont supposés uniformes.

Nous utiliserons 1’équation de Boltzmann, linéarisée par rapport au champ
électrique, mais écrite a tous les ordres en champ magnétique.

3.1. Conditions sur le champ magnétique appliqué

Il sera utile dans la suite de distinguer entre de faibles et de forts champs
magnétiques. Soumis a un champ magnétique B, un électron libre décrit une
hélice avec une pulsation w. = |e|B/m, appelée pulsation cyclotron®. Par ailleurs,
I’électron effectue des collisions sur des défauts, le temps de collision 7 étant de
I’ordre du temps de relaxation. Le champ magnétique est considéré comme fort si
w.T > 1 : I’électron peut alors, entre deux collisions successives, décrire plusieurs
pas de I’hélice. Si en revanche w.T < 1, le champ magnétique est considéré comme
faible.

Par ailleurs, la théorie semi-classique du transport n’est justifiée en présence
d’un champ magnétique que si celui-ci n’est pas trop intense et satisfait a la rela-
tion hw. < kT. Si cette condition n’est pas vérifiée, la quantification des niveaux
électroniques en niveaux de Landau doit étre prise en compte. L’équation de Boltz-
mann cesse alors d’étre valable, et il faut utiliser une théorie purement quantique
du transport.

3.2. Fonction de distribution au premier ordre en champ électrique

L’équation de Boltzmann s’écrit, dans 'approximation du temps de rela-
xation,

(1)
v.eE (%) + %('v x B).Vi fY) = —f(—;. (3.1)

Par analogie avec la solution en présence de champ électrique seul, on cherche f(!)

sous la forme 5
A = —v.C(e) <%) , (3.2)
€

ot C(€) est un vecteur 4 déterminer. En introduisant cette forme de f(!) dans
I’équation de Boltzmann (3.1), on obtient :
Co

%C(U X B) + % =eF.v. (33)

3 Dans un cristal décrit par ’approximation de la masse effective, la masse de 1’électron doit
étre remplacée par la masse effective dans I’expression de la pulsation cyclotron.
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L’équation (3.3) devant étre vérifiée quelle que soit la vitesse v, le vecteur C doit
étre solution de I’équation

e C
BxC —— =¢F A
m*( % )+T(€) &= (3.4)

Si ’on introduit le vecteur B
wC = _e ) (35)

I’équation (3.4) se réécrit :
C

we xC =———¢FE. (3.6)

7(€)

Multiplions, d’une part scalairement, d’autre part vectoriellement, les deux mem-
bres de ’équation (3.6) par wc. Il vient ainsi :

we.C = er(e)we.E,

3.7
<"JCXC—ewCXE. (3.7)
7(€)

En utilisant la formule du double produit vectoriel, on peut réécrire la seconde des
équations (3.7) sous la forme

wCX(wCXC):

we X C

7(€)

En utilisant les expressions de (w¢.C) et de (we x C') déduites des formules (3.7)
et (3.8), on obtient finalement

(we.Cwe — w2C = —ewe X E. (3.8)

_ eT(e)E e’ ()we X E  em?(€)we(we.E)
14 w2r2(e) 1+ w?7?(e) 1+ w?72(e)

c (3.9)

On en déduit fO) :

70 == (52) 1 (B2 4 o x B+ (0 e B)wen)
(3.10)

Comme nous avons choisi E perpendiculaire a B, le troisieme terme de I’expression
ci-dessus est nul. La fonction de distribution f(!) se réduit donc & :

M =- (%{°> 1ijg(2(e) (fj(s + (we X E).'v) . (3.11)
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3.3. Tenseur de conductivité

La densité de courant électrique J s’obtient comme a ’habitude a I’aide de la
formule (1.2). Le champ électrique E étant perpendiculaire au champ magnétique
B, le courant J est également perpendiculaire & B. Au premier ordre en champ
électrique, la relation linéaire entre J et E s’écrit

J =oE, (3.12)

ou o est le tenseur de conductivité & deux dimensions. En utilisant les formules
(1.2) pour le courant et (3.11) pour £, il vient

2

ne < T >
Ogxx = Oyy = . 2 9/
m* "1 +wT
G (3.13)
ne WeT
c

ou la valeur moyenne a le méme sens que dans I’équation (1.13). La conductivité
longitudinale o, est une fonction paire de B, tandis que la conductivité transverse
02y est une fonction impaire. On vérifie la relation d’Onsager en présence de champ
magnétique,

Ouy(B) = 0yu(—B). (3.14)

3.4. Modele de Drude

Le tenseur de conductivité a deux dimensions peut se calculer dans le cadre
plus simple du modele de Drude, dans lequel la vitesse moyenne des électrons obéit
a ’équation de mouvement

dfw) (v) _
me s hme = eE + e(v) x B, (3.15)

d’ott 'on déduit le courant J = ne(v). En régime stationnaire, on obtient ainsi
pour les composantes de ¢ les expressions

2

ne T
Tzx = Tyy = m* 1+ w272’
¢ (3.16)
nez  w.r?
C
—Ogy = Oygy =

m* 1+ w?r?

Comme le montre la comparaison des expressions (3.13) et (3.16) des composantes
du tenseur de conductivité a deux dimensions, I’équation de Boltzmann conduit
a un résultat similaire a celui du modele de Drude, mais permet de prendre en
compte la dépendance en énergie du temps de relaxation.
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3.5. Effet Hall

Considérons un barreau de géométrie parallélépipédique, allongé selon I'axe .
Le champ électrique FE est appliqué parallelement a I'axe x, le champ magnétique
B parallelement & I'axe z (Fig. 1). La géométrie impose J, = 0. On en déduit
qu’il existe un champ électrique E,, appelé champ de Hall, induit par le champ
magnétique. C’est 'effet Hall, découvert par E.H. Hall en 1879.

Les porteurs sont en effet défléchis dans la direction y par le champ magnétique.
Ils tendent ainsi a s’accumuler sur les c6tés de I’échantillon. Ce phénomene continue
jusqu’a ce qu’une charge d’espace s’établisse de maniere a compenser la déflexion
magnétique.

Fig. 1. Schéma de I’expérience de Hall

Nous discuterons cet effet dans le cas w.7 < 1, dans lequel les composantes
du tenseur de conductivité s’expriment simplement comme

Ogz = Oyy = —— (1),
m, (3.17)
ne 9
—Ogy = Oyg = e we(T7).
La valeur du champ de Hall est alors
2
E,=—-w ) E, = —tgly E,, (3.18)

()

ou Ay est par définition ’angle de Hall. 11 est usuel d’introduire la constante de
Hall Ry, telle que
E,= RgBJ,. (3.19)
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On obtient pour celle-ci (dans le cas w.7 < 1) la valeur

(%) (3.20)

On fait quelquefois le produit de la constante de Hall par la conductivité électrique
o = ne?(r)/m*. Ce produit est appelé mobilité de Hall, et désigné par pz. Il vient

e (12
= . 3.21
On peut comparer cette mobilité de Hall a la mobilité de dérive up :
pa _ (77 (3.22)
pup  (1)?

Le signe de la constante de Hall permet de trouver le signe des porteurs de
charge. Ceci est particulierement important en physique des semiconducteurs. Dis-
cutons séparément le cas des métaux et celui des semiconducteurs non dégénérés.

o Cas des métaux

On a
(1) = 7(ep), <7'2) = T2(€F) (3.23)
et
Ry — é (3.24)

C’est un résultat remarquable : la constante de Hall ne dépend d’aucun autre
parametre du métal que la densité des porteurs.

e Cas des semiconducteurs non dégénérés

En prenant pour dépendance en énergie du temps de relaxation la loi (1.22),
on obtient
1 I'[(5/2) 4+ 2s|T'[5/2]

B = ne  I'?[(5/2)+ s]

(3.25)

3.6. Magnétorésistance

La force due au champ de Hall compense la force de Lorentz : le courant .J;, est
donc nul. Il s’agit seulement d’une compensation moyenne. En réalité, lorsqu’un
champ magnétique est présent, la distribution des lignes de courant s’ouvre dans
I’espace. La résistance parallele a ’axe x augmente. C’est le phénomene de magnéto-

résistance®.

4 ) o NI " . . ,
Dans la géométrie considérée ici, le champ magnétique est perpendiculaire au champ élec-
trique ; la magnétorésistance est alors dite transverse.
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La magnétorésistance est un effet pair en champ magnétique. Pour le calculer
correctement, il est nécessaire de revenir aux expressions (3.13) du tenseur de
conductivité, c’est-a-dire aux expressions suivantes de J, et J, :

2

g, = [< 4 >Em—<L>Ey],

1+ w2r? 1+ w?r?

7162 WCTQ T
Jy = {(1 o Bt <m>Ey} :

(3.26)

Nous effectuerons tout d’abord le calcul de la magnétorésistance dans le cas
w.T < 1. Cest alors, & lordre le plus bas, un effet en B?. En développant les
expressions (3.26) des courants au second ordre en champ magnétique, et en tenant
compte de ce que, comme précédemment, J, = 0, il vient :

ne’ 2 2 <7'2>2

“e )

La modification relative, due a la présence du champ magnétique, de la conduc-
tivité longitudinale est

E,. (3.27)

% _ (1) <T3<>T>—2 (7'2>2’ wor < 1. (3.28)

En champ magnétique fort (i.e. w.7 > 1), il y a saturation de la magnéto-
résistance : la modification relative de la conductivité longitudinale devient indé-
pendante du champ magnétique :

% N <Tl><rl>_ S (329)

Notons enfin que, dans le cadre du modele de Drude, cet effet n’apparait pas.
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14. Processus de diffusion des électrons

1. Diffusion des électrons par les impuretés

Nous considérons ici encore une seule bande d’énergie, décrite dans ’approxi-
mation de la masse effective. Le tenseur de masse effective est supposé diagonal et
isotrope.

Nous avons vu précédemment que l'intégrale de collision de I'équation de
Boltzmann pour des collisions élastiques, telles que les collisions sur des impuretés,
est de la forme

&

v ’
E)COH. - W /Wklak (fk' - fk)dk ’ (11)

ol V est le volume de I’échantillon considéré. Dans I'expression (1.1), W i est la
probabilité par unité de temps pour que se produise une transition de ’état |k) a
Pétat |k').

Si les écarts a I’équilibre local restent petits, on cherche la solution de I’équation
de Boltzmann sous la forme fi = f(©(e) +fk(1), ot f(© (e ) désigne la distribution
d’équilibre local, et ot fV) < £(O), On écrit alors

9 /
(a{ coll - /Wk K (1) k(l))dk * (12)

Si I’on suppose que (9f/0t)con. peut s’exprimer a Paide d’un temps de relaxation

comime
of v _ f—FfOa) _ Y
(B¢ eon. = k) 1(k)’

X o]
= /Wk P (1) dK . (1.4)

Cette expression du temps de relaxation est encore assez compliquée, puisqu’elle
dépend en fait de la solution elle-méme de I’équation de Boltzmann.

(1.3)

il vient

Si la seule perturbation présente est due a un champ électrique E, ’équation
de Boltzmann linéarisée s’écrit simplement

oy (U

Dex E)coll.’ (1.5)

(’Uk .eE) (
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ou fo(€) est la distribution de Fermi-Dirac. La distribution k(l) prend alors la

forme

O = e (-5, (16)

On fait ici ’hypothese — qui sera vérifiée par la suite — que le temps de
relaxation 7(k) ne dépend que de I’énergie ¢, . Comme les collisions sont élastiques,
ceci entraine 7(k) = 7(k’). On a donc, comme v = hk/m*,

1
— k(’) :1_@
k(l) k.E’

1 (1.7)

Le temps de relaxation est alors donné par 'intégrale

= e [ Mes [ g ¥ e

expression dans laquelle la solution de I’équation de Boltzmann n’apparait plus.

Les collisions sont élastiques : la diffusion fait donc passer d’un état décrit
par un vecteur d’onde k situé sur une certaine surface d’énergie constante a un
état décrit par un vecteur d’onde k’ situé sur la méme surface d’énergie. Prenons
la direction du vecteur k comme axe polaire z et choisissons ’axe & de maniere a
ce que le champ E soit contenu dans le plan 2Oz (Fig. 1). On a

k.E = |k| |E| cosa,

1.9
k'.E = |k'| | E| (cos acos 6 + sin asin 6 cos ¢), (1.9)
et, par suite,
KB _ 050+ tga sing cos (1.10)
i ga sinf cos ¢. :

Fig. 1.
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Si la probabilité de transition par unité de temps Wik ne dépend que de
Pangle entre les vecteurs k et k’ et non de leurs orientations absolues dans le cristal,
autrement dit si Wy x est une fonction de 6 uniquement, le temps de relaxation est
donné par une intégrale sur la surface d’énergie constante e . L’expression de 7(k)
fait alors intervenir la section efficace de diffusion. La probabilité de transition par
unité de temps s’obtient a I'approximation de Born par la regle d’or de Fermi, et
on a, puisque le processus de diffusion est élastique,

2
Wi ==~ [(K'|Vi|k)|? (e — ex), (1.11)

ou V; désigne le potentiel perturbateur. La section efficace différentielle de diffusion
correspondante est, a ’approximation de Born,
m*2v2
o(Q) = —— |(K'|Vi|Ek)|?. 1.12
(@ =" | IVilR)| (1.12)
En utilisant 'expression ci-dessus de o(£2), on obtient pour la probabilité de tran-
sition par unité de temps ’expression :

(27)3 h
V2 m*k
Le temps de relaxation s’écrit donc, a l'aide de la section efficace différentielle de

diffusion,

1 v . —
%_V/U(Q)(l—cose—tgasmﬁcos¢)dQ, v=

Wi = 8(k — k') o(9). (1.13)

) 1.14
KRR
Seul le terme en 1—cos 6 donne une contribution non nulle a I'intégrale. On obtient

finalement :
v

1
—— = — [ () (1 — cosh) df. 1.15
5= [ e - coso) (115)
En réalité, il n’y pas une impureté unique, mais une concentration n; d’impu-
retés (n; est le nombre de centres diffuseurs par unité de volume du cristal). Si
les impuretés sont réparties au hasard dans le cristal, le temps de relaxation est
donné par! :

% = niv/o(Q) (1 — cos @) dS2. (1.16)

Ce dernier résultat est a rapprocher de la valeur typique du temps de collision

dans un gaz classique dilué,
1

)
NOtot.V

(1.17)

T ~

L' Ce résultat s’obtient en effectuant une moyenne sur la position des impuretés, réparties au
hasard dans ’échantillon.
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ol n est la densité du gaz, oyor. = f () dS) la section efficace totale de collision
et v une vitesse moléculaire typique.

Nous allons maintenant donner les expressions de o(f2) et de 7(k) dans un
semiconducteur et dans un métal.

1.1. Cas des semiconducteurs
¢ Diffusion par des impuretés ionisées

Si €4 est la constante diélectrique du semiconducteur, et +Ze la charge de
I'impureté, I’énergie potentielle d’interaction électron-impureté est

Ze? 1
Vir)y=+2% (1.18)
€q T

S’il y a peu de porteurs libres, on peut négliger 'effet d’écran et utiliser pour la
section efficace différentielle coulombienne la formule de Rutherford :

R? Ze?
= R=—. 1.19
4sin*(6/2)’ €am*v? (1.19)

o(Q
R représente physiquement une longueur caractérisant la région ou le potentiel
de diffusion est actif. La formule (1.19) montre que la diffusion par des impuretés
ionisées est tres anisotrope. L’intégrale angulaire intervenant dans le calcul du

temps de relaxation est

T 1—cosb

/ - 4COS sin 6 d6. (1.20)
o sin®(6/2)

Elle diverge a cause des petites valeurs de #. En fait, la limite § — 0 corre-
spond a un parametre d’impact trés grand. Cependant, dans un solide, il n’est pas
nécessaire de considérer des parametres d’impact allant jusqu’a Uinfini : il suffit
d’en obtenir une limite supérieure. La limite supérieure naturelle du parametre

d’impact est la moitié de la distance typique entre deux impuretés. Si donc n; est
. . . : . . , —-1/3

la concentration des impuretés, la distance typique entre deux impuretés est n;

et la limite supérieure du parametre d’impact est r,,, = (1/2)n, /3 A cette valeur

supérieure du parametre d’impact correspond une valeur inférieure 0,,;,. de I'angle

de déviation @, que 'on trouve par ’équation suivante :

tg - = (1.21)

On doit done, pour calculer 7(k), effectuer I'intégrale :

1 R2 (™ 1—cosf
= 2T — " sinfde. 1.22
k) Ty /em sin?(6/2) (122)
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On a:

m 1 —cosf . . emin. emin.
/0mm_ W sinf df = —8log sin 5 = 410g[1 + COthT]' (1.23)

Il vient finalement :

1 Tm 2
% = 27mn,; R*vlog [1 + (Em) ] . (1.24)
Ce résultat a été établi par E. Conwell et V. Weisskopf en 1950. Il montre, en
revenant & l'expression (1.19) de R, que le temps de relaxation varie comme le
cube de la vitesse de I’électron diffusé, soit, en termes d’énergie,

7(e) = Cste. €3/2. (1.25)

Le processus de relaxation est donc d’autant plus long que 1’énergie € des porteurs
de charge est grande.

¢ Diffusion par des impuretés neutres

Une impureté neutre peut étre considérée comme une impureté ionisée tres
fortement écrantée. L’énergie potentielle d’interaction électron-impureté est donc

de la forme ) i
A —Ror
ViR =+25 % (1.26)

€d T

ou ko est 'inverse de la longueur d’écran. La section efficace différentielle corres-
pondante est donnée par

ZeQm*)2 1

0(9)24( =) T (1.27)

ou K = k — k' représente le changement de vecteur d’onde au cours du processus
de diffusion. Celui-ci étant élastique, |k| = |k’|, et on a

|K| = 2|k| sin(6/2). (1.28)

La formule (1.27) se réécrit donc sous la forme

Zem*\ 1
em> (1.29)

o()) =4 .
) ( eqh® [k2 + 4k2 sin?(0/2)]2
Si la vitesse des électrons n’est pas trop grande, on peut négliger k? devant k}
dans la formule ci-dessus. La diffusion est alors isotrope (o(£2) ne dépend pas de
f). Le temps de relaxation correspondant est simplement donné par

1
—T(k) = NiV0tot., (1.30)
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ou 0ot. est la section efficace totale. Le temps de relaxation varie en raison inverse
de la vitesse de I’électron, soit, en termes d’énergie,

7 = Cste. e /2, (1.31)

1.2. Cas des métaux

Le potentiel de 'impureté est ici écranté par les électrons de conduction.
L’énergie potentielle d’interaction électron-impureté est encore donnée par la for-
mule (1.24), dans laquelle on évalue la longueur d’écran k; L en utilisant appro-
ximation de Thomas-Fermi. On obtient :

m*)%4evp
pe = (m)4eTor 1.32
0 7'('713 ) ( )
ol vp désigne la vitesse au niveau de Fermi. La section efficace différentielle cor-
respondante est donnée par
Ze*m* ) 2 1

7= 4( ) [+ R
Dans l'expression ci-dessus, Z représente ici la différence de valence entre I'ion
d’impureté et un ion ordinaire du réseau. En effet, 'ion d’impureté est habillé
avec le nombre moyen d’électrons par atome du métal, et donc porte une charge
effective Ze. On peut ensuite calculer le temps de relaxation et la contribution
correspondante a la résistivité p du métal?. Pour calculer 7(k) on doit effectuer
I’intégrale

1 VA 2 %\ 2 T 1—
= n2r X 4( Sk ) / cosf sinfdf.  (1.34)
7(k) h o [k% + 4k2sin”(0/2)]2

(1.33)

Comme la résistivité est donnée par p = m*/(ne’r(er)), il suffit de calculer
le temps de relaxation au niveau de Fermi. L’expression (1.34) montre alors que
la résistivité résiduelle est proportionnelle & Z2?. Compte tenu des contributions
éventuelles d’autres types d’impuretés, on obtient pour la résistivité une expression
de la forme

p~a+ 72 (1.35)
Cette forme fonctionnelle de la résistivité est connue sous le nom de régle de Linde.

En réalité, ce calcul surestime les sections efficaces de diffusion, et donc la
résistivité. Le potentiel d’interaction électron-impureté n’est en effet pas suffisam-
ment faible pour que I’approximation de Born soit valable (les fonctions d’onde ne
sont pas des ondes planes). Il est nécessaire d’effectuer une analyse plus soignée,
en particulier lorsqu’il s’agit d’expliquer la résistivité des alliages métalliques. On
utilise alors la méthode des déphasages due a J. Friedel (1954).

2 Cette contribution est appelée résistivité résiduelle, car c’est la seule contribution qui sub-
siste & basse température, lorsque la diffusion par les phonons est devenue négligeable.
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2. Diffusion des électrons par les phonons

Nous nous limitons ici a donner quelques résultats concernant le hamiltonien
d’interaction électron-phonon, et a obtenir une estimation du temps de relaxation

correspondant dans le cas de I'interaction électron-phonon acoustique.

2.1. Le hamiltonien d’interaction électron-phonon

Si I'on désigne par R, la position instantanée de l'ion n, par RY la position
d’équilibre de ce méme ion, et par r; la position de I’électron 7, le hamiltonien

d’interaction électrons-ions est de la forme

Hyy =Y _ V(ri— Ry).
Introduisons la transformée de Fourier du potentiel V (7),

Vg = /e_iq'r V(r)dr.

On a, inversement,

On peut écrire :
1 . (i —
Hiyy = = § et8-(ri—Rn) Vy-

i’”’q

Introduisons aussi 'opérateur densité électronique au point 7,
n(r) = Zé(r - 1),
i

et sa transformée de Fourier
ng = E e 4T,
i

On peut écrire
1 .
Z —iq.R ,,
Hint = V nN_q V;q € q .
n,q

Posons
R, =R) +R,.

(2.1)

(2.5)

(2.6)

(2.7)

(2.8)

Si les déplacements 0 R,, des ions par rapport a leurs positions d’équilibre restent

petits, on peut écrire, de maniere approchée,

e WRn ~ 1 iq.6R,,.

(2.9)
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En ne prenant pas en compte dans le hamiltonien d’interaction le terme corres-
pondant a g = 0, il vient :

Hipy = ——Zn_qvq IR0 q.6R,,. (2.10)

Il est usuel ici d’écrire les déplacements des ions par rapport a leurs positions
d’équilibre a I’aide des opérateurs création et annihilation de phonons. On a ainsi :

.7 0
oR, = \/_ > 2w,\ al o +aq) e R, (2.11)
q’,A

Dans I’équation ci-dessus, N désigne le nombre d’atomes dans 1’échantillon, M
la masse de ces atomes, et €)(q’) représente le vecteur polarisation du mode de
phonons considéré. On a la relation

> @R = Nog grac (2.12)

ou K désigne un vecteur du réseau réciproque. Les processus de diffusion pour
lesquels K = 0 sont appelés processus normaux, tandis que ceux pour lesquels
K +# 0 sont appelés processus Umklapp.

Nous nous limitons ici aux cas des processus normaux (K = 0). Les seuls
modes a considérer sont alors les modes longitudinaux. On a :

Hipg = \/7271 qvq,/ q(a’y + aq). (2.13)

En introduisant les opérateurs champs électroniques v (r) et 1 (r), on peut réécrire
la densité électronique n(r) sous la forme

n(r) = T (r)(r). (2.14)
A Daide des opérateurs création et annihilation électroniques, () et T (r) s’écri-
vent : .
_ —z'kl.r T
=D =G
o vV 1
X (2.15)
— ’I:kg.r
= —=ce Ck,-
>
2
Comme

n_q= /W e’ dr, (2.16)
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on peut écrire

ki,ke K

Finalement, on a :

1 Nh

Hino = ~i ) a0’ q +aq) CGiqCh: %=1 Mg 1V
9K

(2.18)

Notons que H;,; se présente comme la somme de deux termes : le premier cor-
respond a la création d’un phonon de vecteur d’onde —gq, le second a ’annihilation
d’un phonon de vecteur d’onde q.

Lorsque ¢ — 0, Vg tend vers une constante. Par exemple, si I’on prend pour
potentiel d’interaction électron-ion le potentiel coulombien écranté e=% 0" /r, dont
la transformée de Fourier est 1/(¢* + k2), il est clair que Vg tend vers 1/k3 lorsque
g — 0. Par suite, pour les modes de phonons acoustiques, comme wq ~ ¢s, ou s
est la vitesse du son, on a

Yo ~Ve o ¢—0. (2.19)

Cette propriété sera utilisée par la suite.

2.2. Le temps de relaxation

Les collisions des électrons avec les phonons acoustiques de grande longueur
d’onde sont quasi-élastiques, ce qui, de la méme maniere que pour les collisions des
électrons sur les impuretés, permet de simplifier le calcul du temps de relaxation.
La probabilité de transition par unité de temps entre les états électroniques de
vecteur d’onde k et k + q est donnée par la regle d’or de Fermi,

2w
Wicsas = 7 {1l? [0V + 1lal g N-q)Po(ecsq ~ 6 + i)+

al? |(Na = 1] Na) (e sq — c — M)}, (2.20)

ol |Nq) désigne le mode de phonons de vecteur d’onde g. Dans I’équation (2.20),
le premier terme correspond a la création d’un phonon de vecteur d’onde —q et le
second a I’annihilation d’un phonon de vecteur d’onde q. Désignons par

Ng=—-+—"— (2.21)
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Fig. 2.

le nombre moyen d’occupation du mode g (et du mode —q). Si Nq > 1, on
peut confondre Nq + 1 et Nq. Comme les collisions sont quasi-élastiques, il vient
approximativement, 6 désignant 1’angle de diffusion (Fig. 2),

4T —
)~ g(l — cosf)— vql* Nq 6(ek+q — k). (2.22)

En tenant compte de ce que k et k 4+ q ont le méme module, on vérifie
facilement que 1 — cosf = 2 cos? a (Fig. 2). Il vient

1 4= 'V

— T2 " : 2 277
= 3 d 2 do 2 Ng b — 2.23
T(k) A (27r)3/0 q q/o T Sin & aoe 2 cos a|fyq| q (€k+q Ek), ( )

soit, en utilisant la relation

*

m q
_ = — 6 = 2.24
6(€k+q — € ) kqh2 (cosa + 2/6)’ ( )
1 4wV > 2rg®m* T ~ q
T E )y rge ), 2smacestanal Noseosa + g)da

(2.25)
On vérifie, en posant cos a = u, que I'intégrale angulaire ne donne une contribution
non nulle que si ¢/2k < 1. Il vient alors

1 471' V m* 2k o7 q \2
sl = >33 o A 2¢|7q|*Nq (%) dg, (2.26)
soit ok
1 m*V —
7(k) ~ onhk3 /0 @' 1al"Na da (2.27)

En choisissant comme variable d’intégration = hwq/kT = hsq/kT, et en posant

hal* =A%, ¢—0 (2.28)
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on obtient finalement le temps de relaxation sous la forme

1 m*v kBT 5 9 /2khs/kBT -
= A N dzx. 2.29
(k) 20hk3 ( hs ) 0 = N(z)de (2:29)

La résistivité des métaux étant gouvernée par le temps de relaxation au
niveau de Fermi, il est intéressant de discuter la fagon dont ce temps dépend
de la température. On distingue principalement deux régimes.

e A basse température (T < ©p, o Op est la température de Debye), la
borne supérieure de l'intégrale dans la formule (2.29) est tres supérieure a 1 et
on peut étendre l'intégrale jusqu’a l'infini. Elle devient alors une simple intégrale
numérique. Toute la dépendance en température du temps de relaxation vient du
préfacteur en 1.

e A haute température (T > ©p), N(z) se comporte comme 1/z, et I'inté-
grand comme 2. L’intégration de x® jusqu’d une borne inversement proportion-
nelle & la température ameéne un facteur en 774, Le temps de relaxation varie alors
comme 1/7T'.

C’est ainsi que 'on distingue dans la résistivité des métaux deux régimes : la
résistivité croit d’abord en suivant une loi en 7° & basse température, connue sous
le nom de loi de Bloch, puis une loi en 1" a haute température.
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15. Introduction aux fonctions de réponse

3. Fonction de réponse

Nous considérons ici un systeme physique initialement a 1’équilibre thermody-
namique, décrit par un hamiltonien H; indépendant du temps, et que ’on perturbe
par un champ extérieur. Ce champ a(t) est pour le moment supposé homogene,
c’est-a-dire spatialement uniforme. La perturbation est décrite par le hamiltonien

Hi(t) = —a(t) A. (3.1)

Le champ extérieur appliqué a(t) est donc couplé & une grandeur conjuguée® A,
représentée par un opérateur. Par exemple, dans le cas d’une perturbation par

3 Le mot conjugué est utilisé ici au sens de la thermodynamique.
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un champ électrique, 'opérateur pertinent est la polarisation ; dans le cas d’une
perturbation par un champ magnétique, 'opérateur pertinent est I’aimantation.

De maniere générale, dire que ’on cherche a connaitre la réponse d’une grandeur
B au champ a(t) conjugué de la grandeur A signifie que 1’on cherche & calculer
a chaque instant la modification 6(B(t)),, due au champ appliqué a(t’), de la
moyenne de B. Pour simplifier, nous supposons ici que la grandeur B est centrée,
c’est-a-dire que sa moyenne a 1’équilibre thermodynamique est nulle, ce qui per-
met d’identifier 6(B(t)), et (B(t))q. Dans le domaine linéaire, la moyenne hors
d’équilibre de B peut alors s’écrire, en toute généralité,

(B(t))a = / N xpa(t,t')a(t')dt, (3.2)

— 00

ou la quantité réelle xpa(t,t') est une fonction de réponse linéaire. Elle ne dépend
que des propriétés du systeme non perturbé.

Clairement, une modification du champ appliqué & l'instant ¢ ne peut conduire
a une modification de (B(t)), qu’a des instants ¢ > t’, autrement dit, la fonction
de réponse Ypa(t,t') est causale*. Elle ne peut étre non nulle que pour ¢ > t'. La
borne supérieure effective de I'intégrale de la formule (1.2) est donc ¢.

Par ailleurs, le systéeme non perturbé étant a 1’équilibre et décrit par un hamiltonien
indépendant du temps, la fonction de réponse linéaire xpa(t,t') ne dépend pas
séparément des deux arguments ¢ et ¢/, mais seulement de la différence ¢t — t'.
La fonction de réponse possede la propriété d’invariance par translation dans le
temps®.

Si le champ a(t) est une impulsion en fonction delta, a(t) = a 6(t), on a :

(B(t))a = /oo xBa(t —t)ad(t)dt' =axpa(t). (3.3)

—

La fonction de réponse Y pa(t) représente donc la réponse impulsionnelle®. Elle est
nulle pour ¢ < 0.

Pour simplifier ’écriture, nous nous limiterons dans ce chapitre d’introduction a
la réponse d’une grandeur A a son champ extérieur conjugué, et nous désignerons
par x(t) (au lieu de xa44(t)) la fonction de réponse correspondante.

Le principe de causalité est un principe physique communément admis : 'effet doit étre postérieur
dans le temps a la cause qui I’a produit.

Toutefois, il faut noter que cette propriété disparait lorsque le systéme non perturbé n’est pas
a I’équilibre thermodynamique. C’est en particulier le cas dans les verres de spin et dans les
verres structuraux, ol apparaissent des propriétés de vieillissement, qui traduisent la dépendance
séparée de la fonction de réponse xpa(t,t’) par rapport a ses deux arguments ¢ et t’.

On P’appelle encore fonction de Green retardée.
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4, Susceptibilité généralisée

2.1. Réponse a une perturbation par un champ harmonique

Pour un champ appliqué harmonique a(t) = Re(ae *“?), on a

(A(t))g = /OO Rt —1t) Re(ae ™) dt’, (4.1)

— o0

soit encore

(A(t))q = Re (/OO Xt —t)ae ™" dt’) : (4.2)

— 00

Comme 'argument de la fonction de réponse doit étre positif, la borne supérieure
dans l'intégrale ci-dessus est en réalité ¢t. Posant t —t' = 7, on obtient :

(A(t))a = Re (a e_i“’t/ X(1) e dT) . (4.3)
0
Il serait assez naturel de poser ici

X(w) = /OOO x(t) e dt. (4.4)

Néanmoins, cette intégrale peut ne pas converger : dans un tel cas, la quantité
X(w) n’existe pas en tant que fonction, mais en tant que distribution, c¢’est-a-dire
comme limite convenablement définie d’une suite de fonctions. Une telle limite
peut par exemple étre obtenue en considérant la suite de fonctions

X(w +i€) = / X(t) et e dt, e>0, (4.5)
0

et en faisant tendre € vers zéro. On définit alors la susceptibilité généralisée x(w)
par :

X(@) = lim x(w+ie). (46)

e—0+

La susceptibilité généralisée x(w) est ainsi la transformée de Fourier — au sens des
distributions — de la fonction de réponse x(t).

Il est utile ici d’introduire la transformée de Fourier-Laplace (ou transformée de
Fourier unilatérale) de x(t), définie par

x(2) = / x(t) e dt, Smz > 0. (4.7)
0
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Comme t est positif, la fonction x(z) définie par I'intégrale ci-dessus est analytique
dans le demi-plan complexe supérieur (3mz > 0). Nous reviendrons sur cette
propriété d’analyticité par la suite. La susceptibilité généralisée x(w) est donc la
limite de la fonction x(z), analytique dans le demi-plan supérieur, lorsque le point
d’affixe z = w + i€, situé dans ce demi-plan, tend vers I’axe réel.

Revenant au probleme d’une perturbation par un champ harmonique, on peut
écrire, a partir de la formule (2.3),

(A(t))a = Re (ae™™ x(w)) . (4.8)

Traditionnellement, la partie réelle et la partie imaginaire de la susceptibilité
généralisée y(w) sont désignées respectivement par x'(w) et x”(w) :

X(w) = x'(w) +ix" (). (4.9)
La réponse a un champ harmonique s’écrit donc sous la forme
(A(t))q = a (X (w) coswt + X" (w) sin wt), (4.10)

ou Y’ (w) représente la réponse en phase et x”'(w) la réponse en quadrature.

Plus généralement, pour un champ appliqué a(t) de composante de Fourier a(w) =
[ a(t)e*tdt, le principe de superposition donne une réponse (A(t)), de com-
posante de Fourier” (A(w)),, avec

(A(w))a = x(w) a(w). (4.11)

2.2. Représentation spectrale de x(z)
De la définition (2.6) et de la décomposition (2.9) de x(w), on déduit :

o0
X' (w) = lim X(t) coswt e dt,
oo (4.12)
X' (w) = lim X(t) sinwt e dt.
e—0t Jo

La partie réelle x/(w) de la susceptibilité est donc une fonction paire de w, tandis
que sa partie imaginaire x”(w) est une fonction impaire ; x/'(w) est la transformée
de Fourier de la partie paire X,(t) = £[X(¢) + X(—t)] de la fonction de réponse

Pour simplifier, nous gardons la méme notation pour le champ a(t) et pour sa transformée de
Fourier a(w), ainsi que pour l'opérateur A(t) et pour sa transformée de Fourier A(w).
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X(t), tandis que ix”(w) est la transformée de Fourier de la partie impaire x;(t) =
5[0 = X(~0)).
Autrement dit, en particulier, posant x;(t) = ix”(t), on a :

1 & ,
V=g [ e,
. (4.13)
X//(w) _ / )~(H(t) eiwt dt.

— o0
On peut choisir de représenter (t) a ’aide de sa partie impaire y;(t), en écrivant
X(8) = 20(t) xi(t) = 2i6(¢) X" (¢), (4.14)

ou O(t) désigne la fonction de Heaviside, définie par

0, t<0,
o(t) = { Lo (4.15)

Revenant alors a la définition (2.7) de x(2) (donc pour Im z > 0), on peut écrire

x(2) = 2@'/0 dt em/ %X”(w) e "t (4.16)

— 00

L’intégration sur ¢ est immédiate, et on obtient la représentation spectrale de x(z) :

() =+ / T X g, (4.17)

Cette représentation spectrale fait apparaitre clairement que la fonction y(2)
définie par la formule (2.7) n’a de singularités que sur 'axe réel. Il en découle

que c’est une fonction analytique de z dans le demi-plan complexe supérieur®.

5. Relations de Kramers-Kronig

Ces relations, établies en 1927 par H. Kramers et R. Kronig, sont valables pour
toute susceptibilité généralisée x(w). Elles reposent sur le fait que la fonction de
réponse correspondante x(t) est une fonction causale, et que, par conséquent, sa
transformée de Fourier-Laplace x(z) est une fonction analytique dans le demi-plan

Nous verrons au chapitre 18 que la représentation spectrale (2.17) de x(z) peut étre étendue &
tout point d’affixe 2 situé en dehors de I’axe réel. En revanche, il n’en est pas de méme de la
définition (2.7).
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complexe supérieur. Cette propriété d’analyticité découle de la seule causalité et
ne dépend pas de la forme exacte de x(t).

Dans beaucoup de cas physiques intéressants, x(z) tend vers zéro lorsque z tend
vers I'infini®. De maniere générale, les propriétés de décroissance a I'infini de x(2)
sont reliées aux propriétés de dérivabilité a lorigine de la fonction de
réponse x(t).

Pour démontrer les relations de Kramers-Kronig, on peut considérer I'intégrale

I :]{ 2 g, (5.1)

z— W

ol w est une fréquence angulaire réelle, et I' le contour semi-circulaire représenté
sur la Fig. 1. Le contour d’intégration contourne par un demi-cercle de rayon € le
pole situé en w sur l'axe réel. Il est fermé par un demi-cercle de grand rayon R,
que l'on fera tendre ultérieurement vers l'infini. Comme la fonction x(z) est ana-
lytique dans le demi-plan supérieur, I'intégrale (3.1) est nulle d’apres le théoréme
de Cauchy.

Fig.1l. Contour d’intégration I'

La fonction x(z) tendant vers zéro lorsque z tend vers U'infini, la contribution du
demi-cercle de rayon R s’annule dans la limite R — oo. Il vient alors, en détaillant
les autres contributions a 'intégrale I,

w—e / o0 / 0
/ X(W) dw’ +/ X(w ) dow'’ +/ ZX(CU + eeie) df = 0. (52)

/ /
oo W —w Lew —w

Dans la limite € — 0, cette derniére intégrale tend vers —imy(w). On obtient ainsi
la relation

X(w) = —% vp /00 X() duw’, (5.3)

/
o W —w

Par exemple, dans le cas d’un oscillateur amorti par frottement visqueux, la susceptibilité généraliséel
décroit comme 1/22 lorsque z tend vers I'infini.
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soit, en écrivant séparément 1’égalité des parties réelle et imaginaire,

ou le symbole vp désigne la valeur principale de Cauchy. Les relations (3.4) sont
appelées les relations de Kramers-Kronig. Elles sont une conséquence directe du
principe de causalité. Les parties réelle et imaginaire de la susceptibilité généralisée
X(w) ne sont pas indépendantes I'une de 'autre, mais liées par une transformation
intégrale : x"'(w) est la transformée de Hilbert de x'(w), et x/(w) est la transformée
de Hilbert inverse'® de x"(w).

La connaissance, soit de x'(w), soit de x”(w), suffit donc & déterminer comple-
tement la susceptibilité généralisée. Souvent, il est plus facile de mesurer x”'(w)
— par exemple par une mesure d’absorption — que x’(w). Si les mesures de y”(w)
sont effectuées sur un domaine de fréquences angulaires suffisamment grand, les
relations de Kramers-Kronig permettent d’en déduire x/(w).

Notons enfin que les relations de Kramers-Kronig doivent étre légerement modifiées
si x(z) ne tend pas vers zéro lorsque z tend vers I'infini'l.

6. Dissipation

Dans un régime harmonique stationnaire a la fréquence angulaire w, ou le champ
appliqué est a(t) = a coswt, la puissance absorbée par le systeme est

AW A,
el a(t) — (6.1)

ou la réponse (A(t)), au champ harmonique est donnée par la formule (2.10). La
puissance absorbée est donc :

dd—vzf = a(t) CKAT(;))“ = a? coswt(—w)'(w) sinwt + wy” (w) cos wt). (6.2)

En moyenne sur une période, la puissance absorbée est donnée par

aw o1, 6.3
el KD (w). (6.3)

Transformation de Hilbert et transformation de Hilbert inverse sont identiques au signe pres.

Un exemple de comportement de ce type apparait dans la relaxation diélectrique, qui sera étudiée
au chapitre 20.
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Le taux d’absorption d’énergie dans le systeme est donc relié a la partie imaginaire
de la susceptibilité généralisée. L’énergie que le systeme absorbe est finalement dis-
sipée, c¢’est-a-dire donnée de maniere irréversible aux degrés de liberté incohérents
avec lesquels le systeme est en contact. Pour cette raison, la partie imaginaire
X" (w) de la susceptibilité généralisée est quelquefois appelée dissipation.

A I’équilibre thermodynamique, la dissipation de puissance est positive, de sorte
que la quantité wy”(w) est positive, en accord avec le fait que x”(w) est une
fonction impaire de w.

7. Généralisation aux phénomeénes non uniformes

5.1. Fonction de réponse

Nous considérons toujours ici un systeme physique a I’équilibre thermodynamique,
décrit par un hamiltonien H, indépendant du temps. Ce systeme est perturbé
par un champ non homogene (c’est-a-dire non uniforme spatialement) a(r,t). La
perturbation est décrite par le hamiltonien

Hy(1) = — / dra(r,t) A(r). (7.1)

Le champ extérieur appliqué non uniforme (c’est-a-dire dépendant du point r de
lespace) a(r,t) est couplé a un opérateur A(r) dépendant lui-méme du point r
de I'espace. Prenons ’exemple d’un systeme électronique, de densité de charges
au point r définie par I'opérateur p(r) = e> . 6(r — r;), ou e désigne la charge
de D’électron, et les r; les opérateurs position des différents électrons. Dans le
cas d'une perturbation de ce systeme par un champ électrique non uniforme,
E(r,t) = —V¢(r,t), le hamiltonien de perturbation est Hi(t) = [ dr ¢(r,t) p(r).
L’opérateur qui se couple au potentiel ¢(r,t) est la densité de charges p(r) au
point 7.

Dans un tel cas, chercher a connaitre la réponse de la grandeur B(r) au champ
a(r,t) signifie que ’on cherche a calculer la modification §(B(r, t)),, due au champ
appliqué a(r’,t’), de la moyenne de B(r). Nous supposons comme précédemment
que la grandeur B(r) est centrée. Dans le domaine linéaire, la moyenne hors
d’équilibre de B(r) peut alors s’écrire, de maniére générale,

(B(r,t))q = /dr' /_OO dt’ xpa(r,t;r',t')a(r’,t'), (7.2)

ou la quantité réelle xpa(r,t;r';t') est une fonction de réponse linéaire. La for-
mule (5.2) représente simplement I’extension aux phénomeénes non uniformes de la
relation (1.2). L’intégration spatiale s’effectue sur tout le volume du systeme.

La fonction de réponse xpa(r,t;7',t") est causale, autrement dit, elle n’est non
nulle que pour ¢t > t’. La borne supérieure effective de 'intégrale sur ¢’ dans la
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formule (5.2) est donc t. Le systéme non perturbé étant supposé a I’équilibre, la
fonction de réponse xpa(r,t;7’,t") ne dépend pas séparément des deux arguments
t et ¢/, mais seulement de la différence t—¢'. Si le systéme non perturbé est invariant
par translation dans 'espace, la fonction de réponse xpa (7, t; 7', ') ne dépend pas
séparément des deux arguments 7 et r’, mais seulement de la différence r — r’.
Comme dans le cas uniforme, nous nous limiterons dans ce chapitre a la réponse
d’une grandeur a son champ extérieur conjugué, en désignant simplement par
x(r,t) la fonction de réponse correspondante.

5.2. Susceptibilité généralisée

Pour un champ appliqué de vecteur d’onde q et de fréquence angulaire w, a(r,t) =
Re(ae’@" —«Y) on a

(A(r, 1)) = / dr' / dt’ g(r — vt —t') Re(a @ ), (7.3)
soit encore
(A(r,1))q = Re (/ dr’/ dt’ x(r — v’ t —t) aei<Q-f’—wt’>) . (74)

Posant t —t' = 7 et » — v’ = p, on obtient :
(A(r,t))q = Re (a elar —wi) /dpe_iq'%"/ X(p, 7)™ d7'> . (7.5)
0

On introduit ici la transformée de Fourier spatiale et temporelle'? de la fonction
de réponse (7, t). C’est la susceptibilité généralisée x(gq,w), définie par

o0

x(q,w) = /d’r e " lim x(r,t) et e~ dt. (7.6)

e—0t Jo

La réponse a un champ de vecteur d’onde q et de fréquence angulaire w s’écrit
donc :

(A(r,t))q = Re (a eta.r —wt) X(q,w)) ) (7.7)

Plus généralement, pour un champ appliqué a(r,t) de composante de Fourier
a(q,w) = [dr [dta(r,t) e~ a1 —wt) le principe de superposition donne une ré-
ponse (A(r,t)), de composante de Fourier (A(q,w)),, avec

(Alq,w))a = x(q,w) a(q,w). (7.8)

A cause du principe de causalité, les variables de temps et d’espace ne jouent absolument pas des
rbles équivalents en ce qui concerne la fonction de réponse. La transformée de Fourier spatiale de
la fonction de réponse est une vraie transformée de Fourier, tandis que la transformée “de Fourier”
temporelle est en fait une transformée de Fourier unilatérale (ou transformée de Fourier-Laplace).
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A vecteur d’onde q donné, analyse de la susceptibilité généralisée x (g, w) s’effectue
le long des mémes lignes que celle de x(w). On peut par exemple, en utilisant des
notations généralisant de maniere évidente celles introduites pour 1’étude de x(w),
écrire la représentation spectrale!'?

x(q,z) = % /OO mdw, (7.9)

e W—Z

ainsi que des relations de Kramers-Kronig entre x/(q,w) et x”(q,w), généralisant
les formules (3.4).

8. Exemple : polarisation d’'un systéeme atomique perturbé par un
champ électrique

Nous allons présenter ici un exemple simple, dans lequel la fonction de réponse
et la susceptibilité généralisée correspondante peuvent se calculer directement. Il
s’agit du moment dipolaire induit par une onde électromagnétique dans un systeme
atomique. Le traitement sera semi-classique : le systéme atomique est quantifié,
et le champ électromagnétique est traité comme une grandeur classique.

On considere donc un systeme atomique avec un niveau fondamental d’énergie
€o et des niveaux excités d’énergie €,. Pour simplifier le calcul, ces niveaux sont
supposés non dégénérés. Il leur correspond donc respectivement des états propres
|po) et |¢n). On suppose que l'atome, initialement dans I’état fondamental |¢p),
est excité par une onde plane non résonnante'* de fréquence angulaire w. Sous
leffet de cette excitation, il apparait sur ’atome un moment dipolaire électrique
oscillant & la fréquence angulaire w et proportionnel au champ électrique de 'onde
lorsque celui-ci est faible : c’est le domaine de la réponse linéaire.

La perturbation de ’atome par le champ électrique de ’onde, spatialement uni-
forme et dépendant du temps, est décrite par le hamiltonien dipolaire électrique

Hy(t) = —eE(t)x, (8.1)
ou e désigne la charge de I’électron, E(t), supposé parallele a ’axe Oz, le champ

électrique appliqué, et x, la composante sur 'axe Oz de 'opérateur position de
I’électron. Le hamiltonien total de 1’électron est donc de la forme

H(t)=Hy—eE(t)z, (8.2)

Comme dans le cas uniforme, cette représentation spectrale, introduite ici pour Sm 2>0, peut
étre étendue a tout point d’affixe 2 situé en dehors de I’axe réel.

La fréquence angulaire w ne coincide avec aucune des fréquences angulaires de Bohr
wno=(en—€p)/h associées aux transitions partant de |¢o).
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ou Hy, indépendant du temps, désigne le hamiltonien électronique non perturbé.

On cherche a calculer la moyenne'® du moment dipolaire induit, définie par

(P(t)) = e @(t)]x](1)), (8.3)

ou |1(t)) représente ’état du systeme & l'instant ¢. Dans le domaine linéaire, on
écrit

Py = [ T - ) Bt (8.4)

—0o0

ou x(t) est la fonction de réponse linéaire du systéme atomique.

6.1. Fonction de réponse du systéeme atomique

Pour calculer la fonction de réponse x(t) (ou réponse impulsionnelle), nous allons
prendre pour champ appliqué une impulsion en fonction delta, E(t) = Ej6(t).
On suppose que, avant ’application du champ, 'atome se trouve dans son état
fondamental |¢p). On a alors

[W(t) = e M gg),  t <0, (8.5)

soit, pour t =07,

[t =07)) = [do)- (8.6)

L’impulsion de champ électrique qui se produit a l'instant ¢ = 0 provoque une
discontinuité de I’état du systeme, que ’on peut obtenir en intégrant par rapport
au temps ’équation de Schrodinger

in QO _ (1, ey s(6) ) [0 (8.7)

entre les instants t = 0~ et t = 0". Il vient ainsi :

t=07T

ih ([0t =0) = (=0 ) = ~eoz [ s®wE)d (59

t=0—

Au premier ordre en perturbations, |¢(t)) doit étre remplacé par |¢g) dans le
membre de droite de ’équation (6.8). On obtient apres intégration, compte tenu
de la condition aux limites (6.6),

ih [t = 0%) = |¢o)] = —eEox o). (8.9)

Il s’agit bien entendu ici de la moyenne hors d’équilibre de P(t), c’est-a-dire de ’analogue de
la quantité notée (B(t)), au début de ce chapitre. Comme il n’y a pas ici d’ambiguité, nous
désignerons simplement cette moyenne par (P(t)).
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Le systéme contenant des niveaux non dégénérés e,,, associés a des états |¢p, ), on
obtient, en introduisant la relation de fermeture ) |¢n)(én| =1,

[(t = 0") = |éo) — = Bo _ én) ($ul2ld0). (8.10)

L’état du systéme atomique a un instant ¢ > 0 est donc

() = T go) — o By D eT M gu)(dulalén).  (8.11)

Le moment dipolaire électrique induit moyen (P(t)) = e (¢(t)|z|(t)) se calcule
alors & l'aide du vecteur d’état [¢(¢)) donné par 1’équation (6.11). Comme, par
symétrie, (po|x|pg) = 0, on a, au premier ordre en perturbations, et pour ¢ > 0,

_ 26
(P(t)) = =< OZ|¢0|x|¢n $in wnot. (8.12)

La fonction de réponse du systeme est donc

X(1) = 000) 25 3 [(dolln) ? sinwot. (8.13)

6.2. Susceptibilité généralisée

Pour un champ appliqué harmonique, E(t) = Re(Eqe ), la réponse de la po-
larisation s’écrit

(P(t)) =Re (Ege ' x(w)), (8.14)
oll
X(w) = 111%1 X(w + i€), (8.15)
avec ,
X(w +i€) = 2% ; [{(¢o|z|dn)|? /0 sinwpot €™ e~ dt. (8.16)

L’intégration ci-dessus s’effectue facilement et il vient :

X(w + i€) = Zldm\wlcbn { L, L s

W—Wwnpo +1€  w+ wpo+ €



16

188 Introduction auz fonctions de réponse

Les parties réelle et imaginaire de la susceptibilité généralisée sont données par'® :

1 1
+ vp
W — Wno W+ wWno

Y@ =5 S lnlalont® |- ,
" (8.18)

X'(@) = 5 7 dolaldn)* [8(w = wao) = 6(w +wno)].

Notons qu’il est aisé de vérifier dans ce cas particulier les relations de Kramers-
Kronig (formules (3.4)).

6.3. Comparaison avec le modele de 1’électron élastiquement lié

Dans ce modele, completement classique, le mouvement de 1’électron est décrit
comme celui d’une particule chargée liée. Ce modele a joué historiquement un role
tres important dans ’étude des propriétés optiques des milieux matériels.

L’électron élastiquement lié est soumis a une force de rappel vers le point O,
proportionnelle a son déplacement, ainsi qu’au champ électrique de ’onde. Son
équation de mouvement est celle d’un oscillateur harmonique en présence d’une
force extérieure dépendant du temps :

mi +mwiz = eE(t). (8.19)

Si E(t) est le champ électrique d’une onde de fréquence angulaire w, 1’équation
(6.19) peut se réécrire sous la forme

mi + mwir = e Re(Fye ™). (8.20)
Si 'on pose z(t) = Re(xg e *“?), on obtient
eEO 1
= . 8.21
T T Ty w3 (8:21)
La susceptibilité xq.(w) de ce modele est définie par
exy = Xe.(w) Ep. (8.22)

Pour les obtenir, on utilise la relation
. 1 1 .
lim__ 4 Tric— VP —iméd(x),

ou le symbole vp désigne la valeur principale de Cauchy.
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Pour obtenir x.).(w), on calcule tout d’abord y.1.(w + i€), et on fait tendre ensuite
¢ vers 0. On obtient tout d’abord, & I’ordre le plus bas en e,
e? 1

€) = — 8.23
Xel. (w0 i€) m —w? 4+ wg — 2iew’ (8:23)

qui n’est autre que la susceptibilité généralisée d’un oscillateur amorti par frotte-
ment visqueux, avec une constante d’amortissement v = 2¢. Dans la limite € — 07,
on obtient

, e? 1 1
Xa (W) = 5 |=VD o VP
0 0 0 (8.24)
7'('62

7
w) = O(w—wp) — O(w 4+ wp)] -
X () = S 8 = wn) = (e + )]
Ce résultat est directement comparable au résultat semi-classique (6.18), écrit pour
le cas particulier d’'un systéme a deux niveaux ¢ et €1, a condition d’identifier wq

et wig = (€1 — €)/h. Plus précisément, on peut écrire

X(@) = f10 Xel. (W) [wy—swio]» (8.25)
avec, par définition,
2mw
fro = =22 [{golz|én) . (8.26)

La quantité fi¢ est un nombre réel sans dimensions, caractéristique de la transition
|po) — |#1), et appelé force d’oscillateur de cette transition.

Plus généralement, pour un systeme a plusieurs niveaux, on peut introduire la

force d’oscillateur associée a la transition |¢g) — |, ), définie par

2mwn

h

frno = [{bola|gn) . (8.27)

Pour un hamiltonien atomique de la forme Hy = (p?/2m)+V (r), ol r et p sont les
opérateurs position et impulsion de ’électron, il est possible de démontrer la régle
de somme des forces d’oscillateur, dite aussi regle de somme de Thomas-Reiche-

Kuhn :
> fao=1. (8.28)

On vérifie facilement que

X/(w) = Z an X::l. (w)[WQHwno}a

" " (829)
X (w) = Z fﬂO Xecl. (w)[wo—ﬂdno}i

et donc que

X(@) = f0 Xel. (€) [wo—wnol- (8.30)
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La force d’oscillateur f,,o représente donc la proportion d’oscillateurs ayant la
fréquence angulaire wy.
Le calcul semi-classique permet ainsi, pour une onde non résonnante, de justifier le

modele classique de 1’électron élastiquement lié. Il donne les fréquences des divers
oscillateurs, ainsi que les proportions d’oscillateurs ayant une fréquence donnée.
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16. Introduction aux fonctions de corrélation

1. Fonctions de corrélation a I'équilibre thermodynamique

Les propriétés dynamiques des systemes physiques en équilibre thermody-
namique s’expriment a ’aide de fonctions de corrélation a 1’équilibre, qui sont
les quantités appropriées a l'interprétation des données de plusieurs techniques
expérimentales importantes pour I’étude de la matiére condensée. Certaines de ces
techniques mettent en ceuvre des méthodes de résonance, par exemple la résonance
magnétique nucléaire (RMN), la résonance paramagnétique électronique (RPE),
ou la spectroscopie Mossbauer. D’autres font appel a la diffusion inélastique de
rayonnements tels que les ondes acoustiques, la lumiere, les rayons X, ou de par-
ticules neutres ou chargées comme les neutrons, les électrons .. ..

1.1. Définition

A chaque grandeur physique du systéeme considéré est associée une observable
A(r) pouvant dépendre du point r de I’espace. Un exemple d’une telle observable
est la densité de particules

n(r) :Z(S(r—m), (1.1)

ol les r; sont les opérateurs position des différentes particules du systeme.

En mécanique classique, une observable, ou variable dynamique, est une fonc-
tion des coordonnées et des impulsions généralisées. Son évolution temporelle
découle de celle de ces grandeurs, qui suivent les équations de Hamilton.

En mécanique quantique, on associe a une observable un opérateur hermitique
A(r). En représentation de Heisenberg, on introduit 'opérateur A(r,t), défini par

A(r,t) = eHot/h A(p)e=tHot/h, (1.2)

ou Hj est le hamiltonien, indépendant du temps, du systeme a I’équilibre thermo-
dynamique. L’équation d’évolution de A(r,t) est ’équation de Heisenberg

., dA(r,t)
ih — = [A(r,t), Hp]. (1.3)
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La fonction de corrélation de deux opérateurs A;(r,t) et A;(r’,t") peut étre
définie comme

OA@-AJ- (r ;' ) = (Ai(r, t)A;(r', 1)), (1.4)

D’apres cette définition, la fonction d’autocorrélation d’un opérateur A(r,t) est :

Canlr,t;r' ') = (A(r, ) A(r' ') (1.5)

La moyenne intervenant dans les expressions (1.4) et (1.5), représentée par le
symbole (...), est une moyenne a ’équilibre thermodynamique, définie, selon le
cas, en intégrant sur tout I’espace des phases ou en sommant sur tous les états
quantiques avec le poids d’équilibre approprié. En utilisant pour fixer les idées les
notations quantiques, on peut expliciter les expressions (1.4) et (1.5) de la maniere
suivante,

C’AiAj (r.t;7,t") = Tr(poAi(r, t)A;(r', 1)),

C’AA(T',t; T/,t’) — Tl"(poA(T,t)A(r’,t’))’ (16)

ol po désigne 'opérateur densité d’équilibre.

Le systéme étant a 1’équilibre, les fonctions de corrélation ne dépendent pas
séparément des deux arguments ¢ et t’, mais seulement de la différence ¢t — ¢’. De
plus, pour un systeme invariant par translation dans I’espace, elles ne dépendent
pas séparément des deux arguments r et v/, mais seulement de la différence r —r’.
Pour un tel systeme, la fonction de corrélation de deux opérateurs A; et A; ne
dépend donc que d’une variable spatiale et d’une variable temporelle, et peut étre
simplement désignée par C A4, (7, 1).

En mécanique quantique, a cause de la non-commutation des opérateurs,
plusieurs définitions — non équivalentes entre elles — des fonctions de corrélation’
sont possibles. On utilisera en particulier par la suite la fonction de corrélation
symétrique, définie par S’AiAj (r,t) = %(Ai(r,t)Aj + AjA;(r,t)), et, pour un
systeme en équilibre canonique, la fonction de corrélation canonique de Kubo,
définie par IN(AZ.AJ. (r,t) = %foﬂ(e’\HOAje_AHOAi(r,t))d)\. Bien entendu, dans la
limite classique, ces fonctions de corrélation se réduisent toutes les deux a

CAl-Aj ('P,t).

1 . . P (.
C’est méme le cas avec les fonctions d’autocorrélation, car A(r ,t) ne commute pas en général
avec A(r’,t).
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1.2. Spectre de puissance. Généralisation du théoreme de Wiener-
Khintchine

Pour définir le spectre de puissance d’un opérateur A(r,t), on introduit tout
d’abord la transformée de Fourier temporelle? de A(r,t),

A(r,w) = / A(r,t) et dt. (1.7)
Inversement, on a :
1 [ -
Ar)= o /oo Alr,w) e du. (1.8)

En utilisant le fait que la fonction de corrélation C a4, (r,t; 7' ") ne dépend
pas séparément de t et de t/, mais seulement de la différence ¢t — ¢/, on montre
facilement que

(A, ) A1) = 28w+ ') Coa, (i 7), (19)
ou -
Caa, (ry;7) = / Coaa, (177, 0) € dt. (1.10)

A la différence des fonctions de réponse, les fonctions de corrélation ne sont pas
causales : la transformée de Fourier temporelle intervenant dans la définition (1.10)
est une vraie transformée de Fourier (et non une transformée de Fourier-Laplace).

La fonction de corrélation Cy4(r,w;r) est appelée spectre de puissance ou
densité spectrale des fluctuations de A(r,t). Les équations (1.9) et (1.10) avec
A; = A; et 7' = r généralisent le théoreme de Wiener-Khintchine® selon lequel le
spectre de puissance et la fonction d’autocorrélation sont reliés par transformation
de Fourier.

1.3. Transformation de Fourier spatiale des fonctions de corrélation

Dans le cas d’un systeme invariant par translation dans I'espace, il est utile de
définir la transformée de Fourier spatiale de la fonction de corrélation Cy, 4, (7, 1).
Pour cela, on introduit tout d’abord la transformée de Fourier spatiale* de A(r,t) :

A(q,t) = /A('r',t) e T dr. (1.11)

2 Pour simplifier, nous gardons la méme notation pour l'opérateur A(r,t) et pour sa trans-
formée de Fourier temporelle A(r ,w).

3 Ce théoreme a été établi au chapitre 2 dans le cadre de la théorie des processus aléatoires
stationnaires.

4 De meéme, nous gardons la méme notation pour 'opérateur A(r ,t) et pour sa transformée
de Fourier spatiale A(q,t).
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Pour calculer la transformée de Fourier de C4, 4,(7,t), on utilise tout d’abord
la propriété d’invariance par translation dans ’espace pour réécrire cette fonction
de corrélation sous la forme

Ca,a,(r,t) = (Ay(r + 7/, 1) Aj(r', 0)). (1.12)

On calcule ensuite sa transformée de Fourier en introduisant I'intégration supplé-
mentaire 3 [dr’ =1 (V désigne le volume du systéeme). On obtient ainsi :

1

/ Claoa, () e O dr = £ (Ai(q,1) 4;(~g,0). (1.13)

_ La transformée de Fourier spatiale et temporelle de la fonction de corrélation
Ca,4,(r,t), définie par

Ca,a,(q,w) :/dre_iq'r/ dt ™" C’AiAj('r‘,t), (1.14)

— 00

est donc égale a

Can(aw) = [ (4@, (-a.0) e ar. (1.15)

— 00

1.4. Relation avec la fonction de diffusion (ou facteur de structure
dynamique)

On consideére ici un processus de diffusion inélastique, décrit en mécanique
quantique. Sous l'effet de l'interaction avec un rayonnement, un systéme cible,
décrit par un hamiltonien Hy, passe d’un état initial |A) & un état final |\'), 'énergie
correspondante passant de E) a F\,. La conservation de I’énergie globale exige
que 1’énergie du rayonnement passe de £ & E'. On note hw = E — E' = E\, — E)
I’énergie perdue par le rayonnement. Le systeme cible est supposé en équilibre
thermodynamique.

On associe a 'interaction du rayonnement avec le systéme un opérateur A(r).
Par exemple, dans le cas de la diffusion de la lumiére par un liquide®, ce sont
les fluctuations de densité des molécules du liquide qui diffusent le rayonnement.
L’opérateur A(r) est proportionnel aux fluctuations én(r) = n(r) — (n) de la
densité n(r) = >, 6(r — r;). Dans le cas de la diffusion non magnétique des
neutrons® par un liquide ou un solide, 'opérateur A(r) est également proportionnel
aux fluctuations de densité.

5 Voir le chapitre 24.
6 Voir le chapitre 23.
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Un état initial d’onde plane incidente |k) est diffusé vers un état final qui,
dans le cadre de I'approximation de Born” de la diffusion, est considéré comme
étant également un état d’onde plane |k’). Ceci implique que linteraction du
rayonnement avec la cible est suffisamment faible pour que 1'on puisse négliger
les diffusions multiples. L’élément de matrice de 'opérateur d’interaction entre
I’état d’onde plane initial |k) et 1’état d’onde plane final |k’) est (K'|A(r)|k) =
[ e T A(r)e™ T dr, soit, si 'on pose ¢ = k — K/, la transformée de Fourier spa-
tiale pour le vecteur d’onde —q, notée A(—q), de Popérateur A(r).

A Tordre le plus bas en perturbations, la probabilité par unité de temps du
processus (|k),\) — (Jk), \') est donnée par la régle d’or de Fermi :

2, 9

W(k/y)\/)’(k’)\) = ? |<)\ |A(-q>|)\>| 6(7:%0 + E)\ — E)\/). (]_]_6)

La probabilité par unité de temps du processus |k) — |k’), Wi/ k, est obtenue en

pondérant Wik a1y k.n) Par la probabilité d’occupation py de I'état initial par le

systeme a 1’équilibre thermique, et en sommant sur tous les états initiaux et sur

tous les états finals du systeme. On obtient ainsi :

2w
Wiok = — > oAN[A(=) N 6(hw + Ex — Ex). (1.17)
)Y

On introduit alors la fonction S(q,w) = hQWk/,k, dite fonction de diffusion,

By Ey
=9 '|A(— 2 A=A
S(q,w) WAE)\’p)\|</\| (@M élw+ == = —

). (1.18)

Dans le cas ot A(r) est la densité de particules n(r), la fonction de diffusion cor-
respondante S(qg,w) est désignée sous le nom de facteur de structure dynamique.

En introduisant dans la formule (1.18) la représentation usuelle de la fonction

delta, 6(w) = % fooo et dt, on peut montrer que S(q,w) s’exprime & I’aide d’une

fonction de corrélation. Comme 1'opérateur A(r) est hermitique, on a en effet

<A’|A(—q)|A>*:/(X|A(r)|A>*e—“*r dr:/<A|A(fr)|x>e—iqr dr, (1.19)

soit
(NTA(=g@)IN)" = (A A(g)|N). (1.20)
On en déduit

S(q,w) = / S AP A(q)e RN (N A(—g)N) et dt, (121
_OO)\,)\’

7 si I'approximation de Born n’est pas adéquate, on remplace le vrai potentiel d’interaction
A(r) par un pseudopotentiel approprié.
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soit
S@e) = [ (A@nA-a.0) e dr (1.22)
S(Qaw) = VCAA(qaw)' (123)

L’équation (1.22) montre que la fonction de diffusion S(g,w) est la transformée
de Fourier de la fonction d’autocorrélation (A(q,t)A(—q,0)), propriété établie par
L. van Hove en 1954. C’est pourquoi 'on peut considérer qu’a vecteur d’onde
donné la fonction S(q,w) est le spectre des fluctuations spontanées de A. Cette
propriété est fondamentale pour l'interprétation des expériences de diffusion de
rayonnements ou de particules.

2. Propriétés générales des fonctions d’autocorrélation a I'équilibre
(A(q,t)A(—q,0)) et des fonctions de diffusion correspondantes

Nous allons passer en revue quelques propriétés générales, a vecteur d’onde
q donné, des fonctions d’autocorrélation a 1’équilibre (A(q,t)A(—gq,0)) et de leurs
transformées de Fourier S(q,w). Nous nous placerons dans le cadre quantique, la
limite classique pouvant étre obtenue facilement, si nécessaire. Nous utiliserons,
au lieu de la formule (1.22), la notation condensée suivante,

S(q,w) = / T AW ATY et ar, (2.1)

— 00

qui trouve sa justification dans le fait que, pour un opérateur A(r) hermitique,
A(—q) est Vopérateur hermitique conjugué de A(q). S’il n’y a pas lieu de tenir
compte de la dépendance de 'opérateur A par rapport au vecteur d’onde, on fera
simplement A" = A, tandis que, s’il convient de garder la dépendance par rapport

au vecteur d’onde, on remplacera dans l'expression formelle ci-dessus A(t) par
A(q,t) et AT par A(—q,0).

2.1. Stationnarité

Le systeme est a ’équilibre. Les fonctions de corrélation ne dépendent donc
que de la différence de leurs deux arguments temporels. Par conséquent,

(A(t+t0)A'(to)) = (A(t)AT), (2.2)
ou l'instant tg est arbitraire. Choisissant ¢ty = —t, on obtient le résultat utile
(AAT(=t)) = (A(1)AT), (2.3)

oit A= A(0) et AT = AT(0).
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2.2. Conjugaison complexe

On a la propriété :

(A(t)AT)* = (AAT(1)). (2.4)

Pour la démontrer, on explicite la définition des moyennes a 1’équilibre. L’équation
(2.4) s’écrit aussi :

(Tr (0o oiHot/h g ,—iHot/h AT))* T (periHot/h At e—iHot/h)_ (2.5)

En utilisant I'invariance de la trace par permutation circulaire des opérateurs, on
vérifie ’équation (2.5), et donc aussi la formule (2.4).

2.3. Caractere réel de la fonction S(q,w)

Les résultats (2.3) et (2.4) permettent de montrer que S(q,w) est une fonc-
tion réelle, comme il se doit, puisqu’a vecteur d’onde donné S(q,w) représente la
distribution spectrale d’un processus de diffusion. On a, en effet, en prenant le
complexe conjugué de la relation de définition (2.1),

S*(q,w) = / h (AAT(t)) e ™t qt, (2.6)

— o0

soit encore, en changeant t en —t dans 'intégrale ci-dessus,

S*(q,w) = / T AAT (=) e dt. (2.7)

— 00

En utilisant la propriété de stationnarité (2.3), on vérifie immédiatement que

S*(q,w) = S(q,w).

2.4. Propriété des fonctions d’autocorrélation classiques

En général les fonctions d’autocorrélation (A(q,t)A(—q,0)) sont des quan-
tités complexes. C’est seulement pour les systemes qui obéissent aux lois de la
mécanique classique que les fonctions d’autocorrélation (A(q,t)A(—q,0)) sont
purement réelles.

On peut montrer, & partir des propriétés (2.3) et (2.4), que dans le cas clas-
sique les fonctions d’autocorrélation (A(g,t)A(—g,0)) sont des fonctions paires du
temps.
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2.5. Propriété importante des fonctions d’autocorrélation a 1’équi-
libre

On a la propriété :

(AAT(t)) = (AT(t —ihB) A). (2.8)

Pour démontrer cette relation, on explicite la définition des moyennes a I’équilibre,
et on utilise le fait qu’a I’équilibre thermique 'opérateur densité pg est proportion-
nel & eAHo,

Le premier membre de I’équation (2.8) s’écrit aussi
Tr (e PHo Aettot/h At e*iHOt/h), (2.9)
soit, en effectuant des permutations circulaires d’opérateurs sous la trace,
Tr (eiHot/h AT e—iHo(t—ihﬁ)/h A), (210)

ou encore
Tr (e—,@HO ei(t=ihB)Ho/h At ,—i(t—ihB)Ho/h A). (2.11)

Cette derniére expression n’est autre que (Af(t — ihB)A), ce qui démontre la
formule (2.8).

2.6. Relation de bilan détaillé

C’est une propriété extréemement importante des systemes a 1’équilibre ther-
mique. Elle s’écrit

S(q,w) = S(—q, —w) M, (2.12)

et relie entre elles les fonctions de diffusion correspondant & des processus inverses,
c’est-a-dire caractérisés par les changements de vecteur d’onde et de fréquence
angulaire (q,w) d’une part et (—q, —w) d’autre part. La relation (2.12) est connue
sons le nom de relation de bilan détaillé.

Si le systéme posséde une symétrie d’inversion (c’est-a-dire s’il est invariant

par la transformation r — —r), alors S(q,w) = S(—q,w), et la relation (2.12)
s’écrit

S(q,w) = S(q, —w) e’™. (2.13)

Cette derniere formule relie entre elles les fonctions de diffusion correspondant a

des processus dans lesquels, a vecteur d’onde q donné, le changement d’énergie du
rayonnement (ou des particules) est +hw.
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La démonstration de la relation de bilan détaillé (2.12) est un peu délicate.
On écrit tout d’abord, en utilisant la relation de définition (2.1), puis les propriétés
(2.4) et (2.8), la formule donnant S(q, —w),

S(q, —w) = / (A() AT) e=it gt = / (AT — BB AY e~ dr,  (2.14)
qui peut se réécrire, puisque S(q, —w) est une quantité réelle,
S(q, —w) = / (AT (t — iBB) A) € dt. (2.15)

Pour calculer I'intégrale donnant S(q, —w), on peut considérer l'intégrale de
contour

= (2 e dz .
1_7€<A()A> dz, (2.16)

ou I' est le contour rectangulaire, de grands cotés égaux a 2R, représenté sur la
Fig. 2. On fera tendre ultérieurement R vers l'infini. La fonction a intégrer est
analytique dans le domaine considéré, et donc l'intégrale (2.16) est nulle d’apres
le théoreme de Cauchy.

Fig. 2. Contour d’intégration I'

Il vient, en détaillant les diverses contributions a l'intégrale I,

R B )
/ (AT(t)A) et dt + / (AT(R —ihy) A) eF ¥ (—ih)dy
—R 0
—R 0
+ efhe / (AT(t —ihB)A) et dt + / (AT(=R —ihy)A)e R hv(_ih)dy = 0.
R B
(2.17)

Dans la limite R — oo, les contributions des deux segments verticaux tendent vers
zéro, & condition de supposer que les fonctions d’autocorrélation (AT(R—ihy)A) et
(AT(—R —ihy)A) tendent vers zéro lorsque R tend vers I'infini. On obtient ainsi :

/ b (AT(1)A) et dt = ePhe / h (AT(t —ihB)A) ™t dt. (2.18)

— 00 — o0



200 Introduction auz fonctions de corrélation

Le premier membre de I’équation ci-dessus n’est autre que S(—gq,w). Il vient donc
S(—q,w) = €™ S(q, —w), (2.19)
relation qui, apres changement de w en —w, n’est autre que la relation de bilan

détaillé (2.12).

2.7. Dérivation par rapport au temps

On a la relation :

(AAT (1)) = —(AAT(1)). (2.20)

Pour la démontrer, on peut par exemple partir de la formule (2.2), et la dériver
par rapport a tg. Il vient :

OA(t+1t OAT(t
(MAT(tO)) + (A(t + to)J> = 0. (2.21)

3t0 8t0
En faisant t5 = 0 dans la relation ci-dessus, on vérifie immédiatement la propriété
(A(t)AT) = —(A(1)AT), (2.22)

puis, en translatant les temps de —t, et en changeant ensuite ¢ en —t, la
propriété (2.20).

3. Exemples

Il est intéressant d’examiner en détail la forme de la fonction de diffusion
S(gq,w) dans quelques modeles simples.

3.1. Fonction d’autocorrélation du déplacement d’un oscillateur har-
monique isotrope

Cette fonction de corrélation joue un role important dans la diffusion de rayons
X ou de neutrons par les matériaux, car elle domine les processus inélastiques
a l'ordre le plus bas. Considérons un atome soumis a un potentiel d’oscillateur
harmonique isotrope. Il suffit d’étudier un probléeme a une dimension, pour lequel
le hamiltonien peut s’écrire

1
H = hwo(a'a + 5), (3.1)

ol a et a' sont les opérateurs usuels d’annihilation et de création, et wy la fréquence
angulaire de vibration. Le déplacement d’une particule de masse m dans le poten-
tiel harmonique, le long d’un axe quelconque que nous appellerons Oz, est

= ,/QW:‘WO (a+ab). (3.2)
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Les opérateurs a et a' évoluent selon les équations de Heisenberg

. da . dat
zha = [a, Hy], zhﬁ = [a', Ho), (3.3)
qui s’écrivent aussi
da ) dal
o = Tiwoa, %—zwgajr (3.4)
On a donc
a(t) = ae™ ™0, al(t) = al e, (3.5)
et
x(t) = L (ae~twot 4 gf giwoty (3.6)
2muwyg

A I’équilibre thermique, on a
(aTa) = ny, (aa’) = 1+ ny, (3.7)

oit ng = 1/(e%"0 — 1) désigne la fonction de distribution de Bose-Einstein & la
température 7" = 1/kf3. Par suite, la fonction d’autocorrélation du déplacement

est donnée par

(x(t)x) = 277?(,00 [(1 4+ ng)e™ ™0t 4 nge™ot]. (3.8)

La fonction de diffusion correspondante est

S(w) = M [(1 4 n0)6(w — wo) + nod(w +wo)] (3.9)

mwo

On vérifie facilement la propriété de bilan détaillé S(w) = €’ S(—w). Les deux
termes figurant dans I'expression (3.9) de S(w) peuvent s’interpréter comme repré-
sentant la création et I'annihilation dans le systéeme d’un quantum de fréquence
angulaire wp. Dans la limite des basses températures, Shwy — 00, ng =~ 0 et,
par conséquent, seul le processus de création se produit avec une probabilité
appréciable.

3.2. Diffusion par un atome libre en équilibre thermique

Nous nous intéressons ici a la diffusion de rayons X ou de neutrons par
un atome unique de masse m, dont les opérateurs position et impulsion sont
désignés respectivement par ry et py. C’est pour éviter la confusion avec le point
courant r de ’espace que 'opérateur position de I'atome est désigné ici par rg.
(Corrélativement, I'opérateur impulsion est désigné par pg). Cet atome, libre, est
supposé en équilibre thermique a la température 1.
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L’opérateur associé a l'interaction du rayonnement avec le systeme est, a
I'instant ¢, la densité
n(r,t) = 6(r — ro(t)), (3.10)

ou 7o(t) est 'opérateur position a 'instant ¢. La transformée de Fourier spatiale
de n(r,t), définie par

n(g,t) = /n(r,t) e " dr, (3.11)

est égale a .
n(g,t) = e~-ro®), (3.12)

De P’expression de r((t) pour un atome libre,

Po
t) = —t .1
ro(t) = 7o + -t (3.13)
on déduit _ 0o
n(g,t) =e 9oty b), (3.14)

Toutefois, pour expliciter n(q,t), il faut prendre quelques précautions, car les
opérateurs ry et pg ne commutent pas. C’est pourquoi 'on fait appel a I'identité
de Glauber : pour deux opérateurs A et B qui commutent chacun avec le commu-
tateur [A, B], on a

eAtB = A B o34 Bl (3.15)
Ceci conduit a N .
n(q,t) = e2m("2P0-4-hT) g=idro, (3.16)
et, par suite, a
n(q, t)n(—q, 0) = ¢3m (2Pod—ha®), (3.17)

Cette expression ne fait intervenir que le seul opérateur py.

Il est maintenant aisé de calculer la fonction d’autocorrélation d’équilibre
(n(q,t)n(—gq,0)), ainsi que la fonction de diffusion correspondante (ou facteur de
structure dynamique) S(q,w), définie par

S(q,w) = /00 (n(q,t)n(—q,0)) ™! dt. (3.18)

—0o0

On obtient, pour la fonction d’autocorrélation,

nge | ,g_pﬁ,itmd
_i (& m m p
(n(q,t)n(—q,0)) =~ 2m o 2, (3.19)
[ e 2m dpg

soit )
q

(n(g, )n(—q,0)) = ¢ 2m (5", (3.20)
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et, pour la fonction de diffusion,

2
mpB . 1/2 2L ri-)?
S(q,w) = (W) e 2@ Pam) (3.21)

A vecteur d’onde g donné, S(q,w) est une fonction gaussienne de w, centrée
en w = hg?/2m, et dont la largeur, de I'ordre de q (kT/m)/2, augmente avec ¢ et
avec la température.

Pour le systeme considéré, qui possede clairement une symétrie d’inversion,
S(q,w) = S(—q,w). La propriété de bilan détaillé prend dans ce cas la forme
S(q,w) = S(q, —w) e’™. Ces deux relations se vérifient effectivement sur 1’expres-
sion (3.21) de la fonction de diffusion.

Notons enfin que la limite m — oo correspond a la diffusion par un atome
fixe. La fonction de diffusion (3.21) devient, dans cette limite®, S(q,w) = 6(w).

8 On utilise la formule
S(z)=lim__ 4 (me)™2 exp(—z?/e).
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17. Théorie de la réponse linéaire (1) : réponse

1. Introduction

La méthode la plus couramment utilisée pour faire des mesures sur un systeme
est de le soumettre a une force, et d’observer comment il y répond. Pour que
le résultat de I'expérience reflete convenablement les propriétés intrinseques du
systeme, le champ extérieur doit étre suffisamment faible pour que 'effet de la
perturbation n’altere pas la nature de celui-ci. On est alors dans le domaine de la
réponse linéaire.

Dans ce cadre général, trois types distincts de mesures peuvent étre effectués :
des mesures de réponse, dans lesquelles on étudie ’évolution temporelle du systeme
sous l'influence d’une force appliquée, des mesures de susceptibilité, dans lesquelles
on détermine la réponse du systeme a une force harmonique et enfin des mesures
de relaxation, dans lesquelles, apres avoir supprimé une force appliquée au systeme
pendant longtemps, on s’intéresse a 1’évolution libre de celui-ci. Les résultats de ces
trois types de mesures sont décrits respectivement par des fonctions de réponse,
des susceptibilités généralisées et des fonctions de relaxation. Dans le domaine
linéaire, les résultats de ces trois types de mesures sont intimement liés entre eux.

L’objet de la théorie de la réponse linéaire est le calcul explicite en régime
linéaire des fonctions de réponse, des susceptibilités généralisées et des fonctions
de relaxation. Ces différentes quantités, reliées les unes aux autres, s’expriment, en
termes de fonctions de corrélation de variables dynamiques a 1’équilibre thermo-
dynamique.

Au niveau microscopique, les systemes physiques sont généralement décrits
par la mécanique quantique'. Nous utiliserons la représentation de Schrédinger,
dans laquelle les propriétés dynamiques sont déterminées a 1’aide de 'opérateur
densité dépendant du temps?. Nous allons tout d’abord déterminer 1’évolution

1 Toutefois, dans certains cas, par exemple pour traiter les degrés de liberté de translation des
molécules dans un gaz ou dans un liquide, il est possible d’utiliser des équations microscopiques
classiques.

2 Pour un systeéme classique, on peut adopter un point de vue analogue, dans lequel le réle
de opérateur densité est joué par la fonction de distribution dans ’espace des phases.
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au premier ordre en perturbations de l'opérateur densité. La connaissance de
celui-ci permettra ensuite de calculer les valeurs moyennes des diverses grandeurs
physiques.

2. Correction du premier ordre a I'opérateur densité

Nous considérons un systeme physique, initialement a I’équilibre thermody-
namique, décrit par un hamiltonien Hy indépendant du temps. Le systeme, dont
le nombre de particules est fixé>, est en contact thermique avec un thermostat a
la température T'. Son opérateur densité est I'opérateur densité canonique

po = Z e P, B = (kT)" L. (2.1)

A partir d’'un instant initial ¢y, (que l'on fera tendre vers —oo a la fin des cal-
culs), on isole le systéme en le séparant du thermostat, et on lui applique un champ
extérieur a(t), supposé pour le moment uniforme dans l’espace. La perturbation
est décrite par le hamiltonien?

Hi(t) = —a(t) A, (2.2)

ot a(t) est une fonction classique de ¢ donnée, et A est I'opérateur hermitique®
associé a la grandeur conjuguée du champ a(t). Le hamiltonien total devient alors

H = Hy + Hi(t). (2.3)

Pour t > ty, le systeme est isolé et I'opérateur densité obéit a 1’équation de
Liouville
Ip(t)

o = —iLp(t), (2.4)

ou L désigne l'opérateur de Liouville associé au hamiltonien H. Rappelons que
I’équation (2.4) est valable en mécanique classique comme en mécanique quantique,
a condition de définir I'opérateur de Liouville de maniére appropriée®. Nous nous

3 . N . . .
Nous ne traitons pas le cas des systemes ouverts, qui peuvent échanger des particules avec
un réservoir.

4 Tes forces dont D'effet peut se décrire par un hamiltonien du type (2.2) sont appelées forces
mécaniques. Il existe d’autres sortes de forces, dont 1’effet ne peut s’exprimer de cette maniere. Par
exemple, des inhomogénéités de température ou de potentiel chimique contrélées de 'extérieur
produisent au sein d’un systeme des forces qui entrainent un flux de chaleur ou un flux de
particules. De telles forces généralisées sont appelées forces thermiques internes. I.’étude de la
réponse a ce type de forces sera abordée dans un chapitre ultérieur.

5 Plus généralement, le hamiltonien de perturbation peut se présenter comme une somme
de termes du type — Zl ai(t)A;, Ueffet de chacun d’entre eux pouvant étre étudié séparément
en régime linéaire. Dans une telle situation, chacun des opérateurs n’est pas nécessairement
hermitique : par exemple, si A1:A;, on doit avoir a;=aj.

6 Voir le chapitre 6.
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proposons de déterminer la solution de 1’équation (2.4) satisfaisant a la condition
initiale
p(to) = po- (2.5)

L’opérateur de Liouville figurant dans I’équation (2.4) est la somme de deux
termes,

L=Lo+ Lo, (2.6)

la décomposition ci-dessus correspondant & la décomposition (2.3) du hamiltonien.
De méme, 'opérateur densité p(t) peut s’écrire sous la forme

p(t) = po + 6p(t), (2.7)

ou la correction 8p(t) a l'opérateur densité d’équilibre est supposée linéaire en
a(t). En substituant les expressions (2.6) et (2.7) de £ et de p(t) dans I’équation
d’évolution (2.4), il vient, puisque iLy pg = 0,

dép(t)
ot

= —iﬁl PO — i,C() (Sp(t) — Z',Cl 6p(t). (28)

L’hypothese fondamentale de la théorie de la réponse linéaire est que l'on
s’intéresse uniquement aux termes du premier ordre en a(t), et donc que le dernier
terme de ’équation (2.8) peut étre négligé. On a alors simplement & trouver la
solution de I’équation d’évolution

06p(t . )
Gpt( ) = —iLy po — 1Ly 6p(1), (2.9)
satisfaisant & la condition initiale
6p(tg) = 0. (2.10)

Pour obtenir cette solution, posons §p(t) = e~*~0* F(t). L’équation d’évolution de
F(1),

OF(t -

—ai ) _ —iet 0t £ po, (2.11)

s’integre immédiatement compte tenu de la condition initiale F'(ty) = 0 (déduite
de la condition initiale (2.10)) :

t
F(t) = —z'/ efot L1 podt. (2.12)
to
On en déduit : .
op(t) = —i/ e~ Lot £ po dt. (2.13)
to
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La simplification majeure provenant de ’hypothése de linéarité est la présence
dans lexposant figurant dans I’équation (2.13) de l'opérateur de Liouville £ as-
socié au hamiltonien non perturbé Hy.

Nous allons maintenant préciser la signification de L£q pg et l'expression de
6p(t). Les notations du cas quantique étant plus familieres, c’est ce dernier que
nous choisissons de développer ici. Le cas classique est traité dans I’Appendice 17.

On a:

Lipo= %[Hl, oo, (2.14)
On obtient donc -
solt) = 5 [ O H, ol (2.15)
soit, en tenant compte de l'expression (2.2) de Hy,
bp(t) = % /t: a(t')e o) (A pol dt’. (2.16)

L’opérateur A, écrit en représentation de Schrodinger, ne dépend pas du temps.

Clairement, dans la formule (2.16), 'opérateur de Liouville £y n’agit que sur
A et pas sur pg, puisque pg et Hy commutent. On a donc :
—
bo(t) = 3 [ alt) (AT ~ 1) ] . (2.17)

to

Dans I'expression ci-dessus, A!(t) = e*0t A = ¢Hot/h Ae=Hot/m désigne 'opérateur
A écrit en représentation d’interaction au temps t, c¢’est-a-dire en représentation
de Heisenberg par rapport au hamiltonien non perturbé Hy.

Apres passage a la limite tg — —o0, il vient :

Sp(t) = —/ a(t')[AT(t' —t), po] dt’. (2.18)

3. Calcul des valeurs moyennes des grandeurs physiques : fonction
de réponse

3.1. Formule de Kubo pour la fonction de réponse quantique

On s’intéresse maintenant a l'effet de la perturbation décrite par le hamil-
tonien Hj(t) sur I’évolution temporelle de la valeur moyenne hors d’équilibre
(B(t))q d’une grandeur physique (observable) B. La notation B(t) désigne la
grandeur B en représentation de Heisenberg. I’équation d’évolution de B(t) est

dB(t)

ih == = [B(t), H] (3.1)



Notes de cours 1997-1998 : chapitre 17 209

ou H est le hamiltonien total en présence du champ extérieur. La valeur moyenne
(B(t))q s’écrit aussi, en représentation de Schrédinger,

(B(t))a = Tr(p(t)B), (3.2)
ol p(t) est 'opérateur densité en présence du champ extérieur.

Il vient, en utilisant la décomposition (2.7) de p(t),
(B(t))a = (B) + Tr(6p(t) B). (3.3)

Dans 'équation ci-dessus, (B) = Tr(poB) désigne la valeur moyenne de B &
I’équilibre thermodynamique. Nous supposons pour simplifier que la grandeur B
est centrée, c’est-a-dire que (B) = 0.

La correction 6p(t) a opérateur densité d’équilibre est donnée par la formule
(2.18) et I’on obtient

t
(B(t))a =7 / a(t') Tr([AT (¢ — t), po] B) dt’, (3.4)
ce qui se réécrit, en utilisant 'invariance de la trace par permutation circulaire des
opérateurs,
t

(B(1))y = ﬁ/ a(t)) Tr([B, AT (¢ — t)]po) dt'. (3.5)
La quantité Tr([B, A’(t' —t)]po) figurant dans I'intégrand de I’équation (3.5) n’est
autre que la valeur moyenne a 1'équilibre ([B, AL(t' — t)]). Il est donc possible
d’effectuer une translation de ses arguments temporels sans la modifier. On peut
ainsi écrire :

(B)a=3 [ a)(B@-1)A)ar. (3.6)

Autrement dit, au premier ordre en perturbations, la réponse (B(t)), est de

la forme ~
(B(t))y = / o)) ¥pa(t —t') dt. (3.7)

— o
La fonction de réponse linéaire xpa(f) ne dépend que des propriétés du systeme
non perturbé. Elle s’exprime a I’aide d’une valeur moyenne a ’équilibre d’un com-

mutateur de variables dynamiques”’,

1

XBa(t) = 7 0(t) ([B(t), A]), (3.8)

7 Tandis que (B(t)), désigne la valeur moyenne hors d’équilibre de B (la valeur moyenne
d’équilibre de B ayant été supposée nulle), une quantité telle que ([B'(t),A]) désigne une moyenne
a I’équilibre d’un commutateur de variables dynamiques en représentation d’interaction. Aucune
confusion n’étant possible, nous supprimerons dorénavant le suffixe I pour les opérateurs en
représentation d’interaction figurant dans les fonctions de réponse et les fonctions de corrélation
associées.
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ot 6(t) désigne la fonction de Heaviside, et B! (t) = e*Hot/m Be~tHot/T Popérateur
B en représentation d’interaction au temps t. La relation (3.8) est la formule de
Kubo pour la fonction de réponse.

Il est & noter que, si 'un ou 'autre des opérateurs A ou B commute avec H,
la fonction de réponse Y pa(t) s’annule.

3.2. Expression de la fonction de réponse quantique xg A (t) & I’aide
des états propres et des valeurs propres de Hj.

En désignant par {|¢,)} une base d’états propres de Hy, d’énergies E,, (qui
est aussi une base d’états propres de pg, puisque pg et Hy commutent), on peut
réécrire I’expression (3.8) de la fonction de réponse quantique x g4 (t) sous la forme

. 1
XBa(t) = 7 o(t) Z<¢n|[B(t)’A]p0|¢n>' (3.9)

n

En désignant par II,, = (¢n|po|dn) la population a 1’équilibre de 1’état |¢,,), on a :
> i w w
Xpa(t) =3 0(1) > M, (BrgAgne™ st — ApgBgne?t) . (3.10)
n.,q

Dans lexpression (3.10), les quantités wny = (E, — E,;)/h sont les fréquences
angulaires de Bohr du systeme. On peut aussi écrire, en intervertissant les indices
n et ¢ dans la deuxieme somine,

~ i Tw
XBa(t) = 7 o(t) Z(Hn —I1y) BugAgne™ . (3.11)

n,q

La fonction de réponse quantique Xp4(t) apparait donc comme une superpo-
sition d’exponentielles oscillant aux fréquences angulaires de Bohr du systéme.

Pour un systeme fini, le spectre de Hy est discret. La fonction de réponse
est alors une somme dénombrable de fonctions périodiques. Une telle fonction ne
tend pas vers zéro lorsque t — oo : un systeme fini possede donc une mémoire
infiniment longue®. Nous allons illustrer cette propriété de la fonction de réponse
sur deux exemples.

e Oscillateur harmonique

La fonction de réponse Y. (t) d’un oscillateur harmonique non amorti de
masse m et de fréquence angulaire propre wg est une fonction sinusoidale oscillant
a la fréquence angulaire wy :

sin wgt

Kea(1) = 0(8) =0 (3.12)

81 s’agit ici d’un systeme fini décrit par un hamiltonien. Ceci exclut un systéme tel que
I'oscillateur amorti par frottement fluide, pour lequel la fonction de réponse tend vers zéro lorsque

t—oo0.
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e Atome perturbé par un champ électrique

Revenons sur ’exemple de la fonction de réponse X, (t) permettant de cal-
culer la polarisation d’un systeme atomique perturbé par un champ électrique. Au
chapitre 15, nous avons effectué un calcul direct de cette fonction de réponse, en
supposant que I’atome non perturbé se trouve initialement dans son état fondamen-
tal |¢g). L’opérateur densité correspondant est donc le projecteur py = |¢o) (|-
En d’autres termes, il s’agit d’un calcul a température nulle.

Les expressions (3.8) et (3.11) de la fonction de réponse s’écrivent simplement
dans ce cas

. i

Xpa(t) = 3 0(t) {¢o|[B(2), A]|¢o) (3.13)
et, les populations des différents niveaux étant Iy = 1,1L,,o = 0,

i

XBA(t) = 7 0(t) Z (BonAnOeinnt _ AOanOeiwnot) . (3.14)

n

Ainsi, la fonction de réponse Y., (t) de 'atome, initialement dans son état
fondamental |¢g), et perturbé par un champ électrique, est

Realt) = 0(0) 2 3 |(Golelon)|? sinwnat, (3.15)

en accord avec le résultat obtenu par un calcul direct (formule (6.13) du chapitre
15).

4. Relation avec la fonction de corrélation canonique de Kubo

Les expressions (3.8) ou (3.11) de la fonction de réponse xp4(t) ne font pas
appel a la forme explicite de pg. Or cette forme est connue : le systeme étant
supposé initialement en équilibre avec un thermostat a la température T', py est
Popérateur densité canonique (2.1). Corrélativement, la population & ’équilibre de
Pétat |¢,) est

I, = Z te Fbn, (4.1)

Dans ces conditions, la valeur moyenne ([B(t), A]) intervenant dans I’expression
(3.8) peut s’exprimer comme une fonction de corrélation a ’équilibre de variables
dynamiques. Nous allons développer ici le calcul quantique, le cas classique étant
traité dans I’Appendice 17.

Pour calculer la valeur moyenne ([B(t), A]) = Tr([A, po] B(t)), nous allons
utiliser 1'identité

B
[A, e~ PHo| = e_/BHO/O Mo [Hy, Al e Mo g, (4.2)
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qu’il est possible de vérifier facilement en calculant les éléments de matrice des deux
membres sur la base {|¢,)}. Compte tenu de cette relation ainsi que de I’équation
d’évolution de Popérateur A en représentation d’interaction, ihA = [A, Hp|, on
peut écrire

B )
[A, po] = —ih po / eMo A e= Mo gy, (4.3)
0
La fonction de réponse apparait ainsi sous la forme
s .
XBa(t) = 9(t)/ (Mo A e Ho B(1)) d. (4.4)
0

La fonction de corrélation canonique de Kubo, KpA(t), est définie par

B
Kpa(t) = % /0 (A(—ih\)B(t)) dA, (4.5)

ott A(—ih)\) = e*oAe= o egt I'opérateur A en représentation d’interaction au
temps imaginaire —ih\.

L’expression (4.4) de la fonction de réponse montre que celle-ci s’exprime
simplement & ’aide de la fonction de corrélation canonique K ;(t) :

XBa(t) = BO(t) Ky ;(t). (4.6)

5. Généralisation aux phénoménes non uniformes

La formule de Kubo pour la fonction de réponse se généralise naturellement au
cas o le systéme est perturbé par un champ non homogene a(r, t). La perturbation
est alors décrite par un hamiltonien de la forme

Hi(t) = — / a(r,t) A(r) dr. (5.1)

La réponse est a la fois non locale et retardée. Dans le domaine linéaire, la moyenne
hors d’équilibre d’une grandeur centrée B(r) s’écrit

(B(r,t))q = /d’r’ /_OO dt' xpa(r,t;r' ') a(r' ). (5.2)

La fonction de réponse est donnée par la formule de Kubo suivante,

Cpalr tir! ) = % 0(t — ) ([B(r, 1), A(r', ), (5.3)
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généralisation naturelle de la formule (3.8). La fonction de réponse xpa (7, t;7’,t')
ne dépend que de t—t’. Si le systéme non perturbé est invariant par translation dans
Vespace, xpa(r,t;7',t'") ne dépend pas séparément de r et de r’, mais seulement
de la différence r — r’.

Pour conclure ce chapitre sur la fonction de réponse, insistons sur le fait que,
dans la théorie de la réponse linéaire, la réponse du systeme a une excitation
extérieure, traduisant donc une situation hors d’équilibre, s’exprime en fonction
de certaines moyennes a deux temps dans I’état d’équilibre, c’est-a-dire en fonc-
tion de corrélations & ’équilibre. L’entrée est la force appliquée a(r,t), couplée
a Popérateur A(r), et la sortie (B(r,t)), linéaire pour des excitations faibles, est
calculée a 'aide d’une fonction de réponse xpa(r,t;7’,t"), causale et invariante
par translation dans le temps (et, éventuellement, dans ’espace).
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Appendice 17
Fonction de réponse classique

Les formules classiques pour la correction du premier ordre a la fonction de
distribution 6p(t) et pour la fonction de réponse xpa(t) sont simples & obtenir.
Elles se déduisent des formules quantiques associées par la correspondance entre
commutateurs et crochets de Poisson :

(3o bl (A17.1)

Néanmoins, il est intéressant de les établir directement. Nous nous limitons ici au
cas des systemes spatialement homogenes.

1. Expression de 6p(t) en mécanique classique

On a:
[,1 Lo = —’i{Hl,po}. (A172)
Par suite : .
§p(t) = — / e 1Lt ) (H pd . (A.17.3)
to

En tenant compte de Iexpression (2.2) de Hy, il vient :

t
Sp(t) = / a() e~ £t {4 oo} dt’. (A.17.4)

to

Ici également, 'opérateur de Liouville £y n’agit que sur A et pas sur pg. On
a donc

§p(t) = / AtV AL(E — 1), po} dt, (A.17.5)

to

ot Al(t) = e**0t A désigne la variable dynamique A écrite dans ’analogue classique
de la représentation d’interaction. Apres passage a la limite ¢ty — —oo, il vient :

5p(t) — / a(#){AL(H — 1), po} dt’ (A.17.6)

— 0
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2. Fonction de réponse classique

La grandeur B étant supposée centrée, sa valeur moyenne en présence du
champ extérieur est

(B(t))s = W / §p(#)B dq dp. (A17.7)

Il vient, en utilisant I'expression (A.17.6) de 6p(t),

(B(t))a = ﬁ / a(t') dt’ / (AT(t' — 1), po} B dg dp. (A17.8)

— o0

On utilise alors la propriété suivante des crochets de Poisson,

[tamBdgdy =~ [ (4. BYdadp, (4.17.9)

qui se démontre facilement par intégration par parties?. On obtient ainsi

(B(1))y = W / a(#') dt / (B, AL(# —1)}po dq dp, (A.17.10)

soit encore, par translation des arguments temporels de la fonction de corrélation
d’équilibre ({B, A'(t' — t)}) = (1/N!n3N) [{B, A'(t' — t)}po dqdp figurant dans
I'intégrand de 1’équation (A.17.10),

(B(t))q = / a(t’) ({BI(t —t'), A}) dt'. (A.17.11)

— 00

Ainsi, la fonction de réponse linéaire classique

XBa(t) = 0(t) ({B(t), A}) (A.17.12)

s’exprime a ’aide d’une valeur moyenne a 1’équilibre d’un crochet de Poisson de

variables dynamiques'’.

3. Expression a 1’aide d’une fonction de corrélation

La fonction de distribution py correspondant a I’équilibre canonique, la fonc-
tion de réponse peut se mettre sous la forme

xA(t) = BO(t) (B(t)A). (A.17.13)

9 Voir le chapitre 6.
10 Voir 1a note 7.
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La fonction de réponse xpa(t), donnée par la formule (A.17.12), fait en effet
intervenir la valeur moyenne

1 1
(B AY) = i [(BO. A} podady = e [{A 0} B dad.
(A.17.14)
On a, par définition des crochets de Poisson,
0A 8/)0 0A 8/)0
A = — A.17.15
{4 p0} ZZ: Op;i 9q; dq; Op;’ ( )

ol l'indice 7 repere les différents degrés de liberté du systéeme de hamiltonien Hj.
Lorsque pg est la fonction de distribution canonique, on a

dpo _ OH, dpo _ 9Hy

7 1

soit
{A,po} = —Bpo{A, Ho}. (A.17.17)

Compte tenu de I’équation d’évolution de la variable dynamique A,
A= {H,, A}, (A.17.18)
I’équation (A.17.17) peut se réécrire

{A,po} = Bpo A. (A.17.19)

On obtient finalement _
({B(t), A}) = B(AB(t)), (A.17.20)

ce qui démontre la relation (A.17.13). Cette derniere formule se déduit d’ailleurs
facilement de l’expression quantique correspondante (4.7) : en effet, dans le cas
classique, les différents opérateurs commutent, et la fonction de corrélation cano-
nique de Kubo K, ;(t) s’identifie avec (AB(t)).
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18. Théorie de la réponse linéaire (2) :
susceptibilité et relaxation

1. Susceptibilité généralisée
Comme nous l'avons vu au chapitre 15, la réponse (B(t)), & un champ

appliqué a(t) de composante de Fourier a(w) = [a(t)e™!dt, conjugué d’une
grandeur A, a pour composante de Fourier

(B(w))a = xBa(w) a(w). (L.1)

La susceptibilité généralisée x pa(w) est définie par!

xpa(w) = lim xpa(w +e), (1.2)
ou -
xBa(w + i€) :/ xBa(t) et et dt. (1.3)
0

La susceptibilité généralisée ypa(w) est la transformée de Fourier — au sens des
distributions — de la fonction de réponse Xpa(t).

On dispose, grace aux formules de Kubo (formule (3.8) du chapitre 17 dans le
cas quantique et formule analogue (A.17.12) du chapitre 17 dans le cas classique),
d’une expression explicite de la fonction de réponse X 4(t). Pour un systéme quan-
tique, on peut trouver une expression de la fonction de réponse faisant intervenir
les états propres et les valeurs propres de Hy (formule (3.11) du chapitre 17). 1l
lui correspond 'expression suivante de xypa(w) :

1 ) 1
XBa(W) = 5 3 (M = T0y) Bug Ay lim ———— (1.4)
n,q

e—0t Wgn — W — 1€

L Voir le chapitre 15.
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Rappelons qu’il est possible, lorsque z est 'affixe d’'un point du demi-plan
complexe supérieur, de définir la transformée de Fourier-Laplace xpa(z) de xpa(t)
par l'intégrale

XBa(2) = / XBal(t) e dt, Smz > 0. (1.5)
0

Ensuite, en utilisant une fois encore pour xpa(t) la formule (3.11) du chapitre 17,
on obtient :

(1.6)

Cette expression fait clairement apparaitre les singularités de xpa(z) : a
chaque fréquence angulaire de Bohr wg,, du systéme est associé un pole sur l'axe
réel.

Dans un systeme fini décrit par un hamiltonien, ces poles restent séparés les
uns des autres par une distance minimale. Il est alors possible de définir yp4(2)
dans tout le plan complexe — a I’exception des poles — par prolongement analytique
direct de la formule (1.6). Par exemple, pour un oscillateur harmonique non amorti
de masse m et de fréquence angulaire propre wg, on a, pour tout z # + wy,

Xaz(2) . { SR ] (1.7)

© 2muwy z2—wy 24wy

De méme, pour un atome, initialement dans son état fondamental |¢), et perturbé
par un champ électrique, on a, pour tout z # =+ wyo,

2 — Wno 2+ wno

Xexl) = § S lnlalonl? [~ ——+ . (1)

Lorsque la taille du systéeme tend vers l'infini, les poles se resserrent, et, a
la limite d’un systeme infini, forment un continuum. L’ensemble discret de poles
devient alors une coupure. Il est important dans ce cas d’introduire une fonction
caractérisant la densité de poles sur 'axe réel en fonction de w : c’est la densité

spectrale £ a(w).

2. Densité spectrale

2.1. Définition

On appelle densité spectrale la fonction

{pa(w) = % Z(Hn —Ilg) BngAgn 6 (wgn — w). (2.1)
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Comme la fonction de réponse, la densité spectrale s’annule si I’un ou 'autre des
opérateurs A ou B commute avec Hy. Par ailleurs, on a la propriété :

{palw) = Earpt(w). (2.2)

La transformée de Fourier inverse de la densité spectrale, notée g4 (t), est,
par définition,

- 1 > —iw
Epalt) = %/ Epa(w) e ™ dw. (2.3)
En reportant dans cette formule I'expression (2.1) de £g4(w), on vérifie que
~ 1
Epa(t) = o ([B(1), 4]). (2.4)
La fonction &5 A(t) est donc, au facteur 1/2h pres, la valeur moyenne a 1’équilibre du

commutateur [B(t), A]. En comparant avec ’expression de la fonction de réponse
obtenue au chapitre 17 (formule (3.8)), on vérifie que

XBa(t) = 2i0(t) Epal(t). (2.5)

2.2. Représentation spectrale de xga (2)

L’expression (1.6) de xpa(z) permet d’écrire, pour Sm(z) > 0,

o)=L [ Eoale)

dw. (2.6)

oo W—Z

Il est possible d’utiliser la représentation spectrale (2.6) pour définir xp4(2), non
seulement dans le demi-plan supérieur, mais également dans le demi-plan inférieur
— a la différence de la formule (1.5), qui, elle, n’est applicable que pour Sm z > 0.
On a la propriété, valable pour tout z en dehors de I'axe réel,

Xpa(2) = xatpt(27). (2.7)

Sur ’axe réel, on a, d’apres les formules (1.2) et (2.6),

1 . Epa(w)
=1 _SBAWw )
XBa(w) T e—lglJr w' —w — 1€

dw'. (2.8)
La fonction x g 4(2) atteint des valeurs différentes de part et d’autre de la coupure :

51—1>I(I)1+ XBA(w + i€) # 6£%1+ XBA(w — i€). (2.9)
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On vérifie facilement? que
lirél+(XBA(w+ie)—XBA(w—ie)) =2ilpa(w). (2.10)

La densité spectrale £g4(w) représente donc, au facteur 1/2i pres, la différence
entre les valeurs prises par xpa(z) au bord supérieur et au bord inférieur de la
coupure au point d’abscisse w.

On peut analyser plus en détail la formule (2.10). Le premier terme n’est autre
que xpa(w). Le second terme contient xpa(w —i€) = X% ; gi (w + i€). Par suite,

T Xpa(w — i€) = X (@), (2.11)

et la formule (2.10) pour la densité spectrale {p4(w) s’écrit

1 *
£4(w) = 5- [XBA) — X1 ()] (212
Comme les susceptibilités xypa(w) et xa+pi(w) ne sont pas en général égales, la
densité spectrale g 4(w) ne s’identifie pas en général avec la partie imaginaire de
xBA(w). Toutefois, dans le cas particulier ol B = Af, on a

Eara(w) = Smxara(w) = X% 4(w). (2.13)

Ce cas se présente lorsque 'on cherche a étudier la réponse d’une grandeur A
(représentée par un opérateur hermitique) a son champ extérieur conjugué, par
exemple dans I’étude de la polarisation électrique ou de ’aimantation.

2.3. Exemples

Dans le cas d’un systeme fini, {g4(w) est une somme dénombrable de dis-
tributions de Dirac. Ce n’est donc pas une fonction, mais une distribution. Par
exemple, pour un oscillateur harmonique non amorti de masse m et de fréquence
angulaire propre wg, on a :

{oa(w) = Xgm(w) = oMo

™

[6(w —wp) — 6(w ~+ wp)]. (2.14)

De méme, la densité spectrale &,,(w) pour un atome, initialement dans son état
fondamental |¢g), et perturbé par un champ électrique, s’écrit

Eral) = Xa@) = 7 3 Heoll8n) P 6w — wno) = 8w +wno)].  (2.15)

2 On utilise la formule

. 1 1 .
im, o+ o Fie="Por—w Finé(w' —w).
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3. Relaxation

Dans une mesure de relaxation, le systeme est tout d’abord soumis a un champ
a(t) pendant un temps suffisamment long. Le champ est ensuite soudainement
coupé, et 'on mesure alors la relaxation d’'une grandeur physique B, c’est-a-dire
la décroissance de la valeur moyenne hors d’équilibre (B(t)),. Par exemple, dans
une substance paramagnétique aimantée par I’application d’un champ magnétique,
on supprime le champ et 'on mesure la relaxation vers zéro de ’aimantation.

Pour décrire un tel comportement temporel du champ appliqué, on peut par
exemple prendre celui-ci sous la forme

a(t) =ae™ (1), n > 0. (3.1)

A Dinstant initial, pris égal & —oo, le systeme est en équilibre thermody-
namique avec un thermostat. On isole alors le systeme du thermostat et on établit
le champ a(t), qui atteint sa valeur finale a en un temps caractéristique de ’ordre
de n=1 (Fig. 1). Le systéme s’écarte ainsi progressivement de I’état d’équilibre
initial.

Fig. 1. La perturbation a(t) en fonction du temps

Dans la limite n — 0T, la perturbation, variant extrémement lentement, est
établie adiabatiquement. L’état hors d’équilibre atteint par le systeme a l'instant
t = 0 (et, par suite, la valeur moyenne (B(0)),), peut étre déterminé a ’aide de la
susceptibilité statique xpa(w = 0).

A linstant ¢ = 0, on coupe brusquement le champ a(t). Le systéme évolue
alors librement, c’est-a-dire sous l’effet du hamiltonien non perturbé Hj seul. Le
comportement de (B(t)), pour t > 0 décrit la relaxation de la grandeur B a partir
de I’état hors d’équilibre atteint a t = 0.
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3.1. Détermination de (B(t))a

La valeur moyenne (B(t)), de la grandeur B, supposée centrée, est donnée en
régime linéaire par

(B(t))q = a /Oo €™ O(—t") xpalt —t')dt, (3.2)
c’est-a-dire -
(B(1))y = ae /t Cpalt) e dt’. (3.3)

Pour ¢ < 0, la formule (3.3) se réduit a

(B(t))q = ae™ /000 Xpat')e ™ dt’. (3.4)

Jusqu’ici, n est fixé, et représente I'inverse du temps d’établissement du champ
appliqué. A la limite n — 0T, on obtient le résultat attendu selon lequel (B(t = 0)),
est le produit de 'amplitude a par la susceptibilité statique xpa(w = 0) :

(B(t=0))q =axpa(w=0). (3.5)

Pour t > 0 et n fixé, on peut réécrire la formule (3.3) sous la forme d’'une
différence de deux termes :

o] t
(B(t))q = ae™ / Yeat)e ™ dt' —ae / Xpa(t)e " dt'. (3.6)
0 0
Dans la limite n — 07, on obtient

(B(t))a = axpa(w=0) —a /0 oAt dt'. (3.7)

On utilise ici la formule (4.6) du chapitre 17, qui permet d’exprimer la fonction
de réponse Ypa(t) & 'aide de la fonction de corrélation canonique K g ;(t). Gréce
aux propriétés des fonctions de corrélation a 1’équilibre?, cette expression de la
fonction de réponse peut étre réécrite, de maniere équivalente, sous la forme

B .
ta(t) = =0(t) [ (A= B(O)dx (3.8)

3 Voir le chapitre 16.
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En effectuant I'intégration sur le temps, on obtient
t
/ xpa(t')dt' = / (A(—ih\)B) d\ — / —ihA)B(t)) dA. (3.9)
0

Par suite, pour ¢ > 0, la valeur moyenne hors d’équilibre (B(t)), est donnée
par

B B
(B(t))a = axpalw=0)+a /0 (A(—ihA)B(t)) d\ —a /0 (A(—ih\)B) dA.

(3.10)
Pour aller plus loin, il faut calculer explicitement xpa(w = 0).
3.2. Calcul de la susceptibilité statique xga (w = 0)
On utilise la représentation spectrale de xpa(w = 0) :
Alw
Ypalw / €B . (3.11)

Tenant compte de ce que, dans 'expression (2.1) de £g4(w) sous la forme d’une
double somme, seuls les termes avec n # ¢ ont une contribution non nulle, on peut

écrire ) . .
1épalw) 1 >, - ;) Bug Agn — 8(wqn — w). (3.12)

T w h
n#q an

Il est commode & ce stade d’introduire les parties diagonales A° et BY de A et de
B sur la base propre de Hy, et d’écrire 'expression (3.12) sous la forme

1 épalw) 1 0 0y 1
p 4 ) Z(Hn - Hq)(Bnq - Bnq)(Aqn - Aqn)w— 5(qu —w),  (313)

w qn

ou la double somme ne contient plus la restriction n # q.

Les populations d’équilibre sont les populations d’équilibre canonique. Il vient
donc

%/Oo 532( =71 Z (Bng — B2 ) (Agn — A2,).  (3.14)

En utilisant ensuite ’identité

E, - E,

B
— ¢ PP / M Ea=En) g (3.15)
0
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on obtient
1 [ ¢pa(w) g 1 _BE, ME,—E, 0 0
?/dew:/o d\Z nzqe BEq eMFa=Fn) (B, — BY )(Agn — A,
(3.16)
c’est-a-dire
1 [ p
. / @AT(“’)dw _ / (Mo (A — A%) =0 (B BO)) d). (3.17)
—00 0

On reconnait dans le membre de droite, a un facteur 8 pres, la fonction de
corrélation canonique Kpg_po 4 40(t = 0). On a donc

XBA(wZO):ﬁf{B,BO’A,AO(t:O). (318)
De plus, comme
(eMo(A — A%)e Mo (B — BY)) = (A(—ih\)B) — (A°BY), (3.19)
on peut aussi écrire
B
XBA(w=0)= / (A(—ih\)B) d\ — 3 (A°BY). (3.20)
0

3.3. Expression de (B(t))a pour t > 0 a l’aide de la fonction de
relaxation

Introduisant 1’expression (3.20) de xpa(w = 0) dans la formule (3.10) pour
(B(t))a pour t > 0, on obtient

(B(t))a = a/OB(A(—ih)\)B(t» d\ — B (A°BY), (3.21)

soit

(B(t))a = aBKp_po a—ao(t). (3.22)

La relaxation de la valeur moyenne de la grandeur B pour ¢t > 0 fait donc
intervenir la fonction de corrélation canonique Kp_ B0 A—a0(t), qui, pour cette
raison, est appelée fonction de relaxation. La formule (3.22) est la formule de
Kubo pour la relaxation.

On retrouve le fait que, si 'un ou l'autre des opérateurs A ou B commute
avec Hy, la valeur moyenne (B(t)), s’annule.
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3.4. Calcul de la transformée de Fourier-Laplace (B(z)), de (B(t))a

Certains problemes de relaxation en régime linéaire peuvent se traiter en
cherchant tout d’abord & obtenir la transformée de Fourier-Laplace de (B(t)),.
Cette transformée de Fourier-Laplace est définie comme

(B(2))q = /OOO<B(t))a e dt, Smz > 0. (3.23)

Dans certains problemes, par exemple en hydrodynamique?, il est en effet possible
de calculer directement (B(z)), a partir des équations linéarisées du mouvement.
Cette quantité une fois connue, on “remonte” a (B(t)), par transformation inverse
de Laplace.

Par ailleurs, dans le domaine linéaire, il est aussi possible de calculer (B(z)),
a partir de l'expression (3.7) de (B(t)), pour ¢t > 0. Il vient ainsi

(B(2))a = BE=0la { X5A(Z) - 1} . (3.24)

xBA(z=0

Cette formule contient naturellement la méme information que la formule (3.7)
pour (B(t)),. Elle peut apparaitre comme plus esthétique que cette derniere.
Cependant elle se complique beaucoup lorsqu’interviennent plusieurs “opérateurs
d’entrée”, autrement dit lorsque le hamiltonien de perturbation est de la forme
=22 ai(1)A;.

La comparaison entre, d’une part la quantité (B(z)), calculée directement &
partir des équations linéarisées du mouvement et, d’autre part, I’expression (3.24)
de la méme quantité, peut fournir une expression de xpa(z). Cette méthode est
effectivement utilisée dans les problémes d’hydrodynamique (ou par ailleurs inter-
vient une dépendance supplémentaire par rapport au vecteur d’onde). Elle permet
le calcul du facteur de structure dynamique®.

4 Voir le chapitre 24.
5 Voir la note 4.
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19. Théorie de la réponse linéaire (3) :
théoreme de fluctuation-dissipation

1. Dissipation

La susceptibilité généralisée est reliée simplement a la dissipation d’énergie
dans le systeme. Pour déterminer expérimentalement la susceptibilité, on mesure
donc la puissance absorbée.

1.1. Puissance dissipée : calcul direct

Considérons un systéeme de hamiltonien non perturbé Hy soumis a une per-
turbation que, pour simplifier, nous supposons uniforme dans ’espace et décrite
par le hamiltonien

Hy(t) = —a(t) A. (1.1)
Comme nous ’avons vu au chapitre 15, la puissance absorbée par le systeme
est
dw d{A(t))a
— =a(t) ———. 1.2
o = alt) = (1.2)

Dans un régime harmonique stationnaire a la fréquence angulaire w, on a

d
d_v;/ = a’w cos wt(—x'y 4 (w) sinwt + x4 4 (w) coswt). (1.3)

Cette puissance est fournie au systeme par le champ extérieur appliqué. Elle est
finalement dissipée en chaleur. La puissance moyenne dissipée est

aw 1,

o 2° w XA (W). (1.4)

Il est possible d’obtenir d’une autre maniere la puissance moyenne dissipée,
en considérant comme “systéme” (au sens de la thermodynamique) le systéme
de hamiltonien non perturbé H, placé dans le champ extérieur appliqué a(t).
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Désignons par FE\. I’énergie de ’ensemble, c’est-a-dire I’énergie correspondant au
hamiltonien H plus ’énergie potentielle dans le champ appliqué. On a

Whor. L v (p(oym), (15)

ot H = Hp — a(t)A est le hamiltonien total, soit

dEdttot. o (dz_it) 1) - dczlgt) Tr(p(t)A), (1.6)
c’est-a-dire dE da(t)
Nt — (A0 47

Dans un régime harmonique stationnaire a la fréquence angulaire w, on a

dFE:, . .
dtt b = aPwsinwt(x'y 4 (w) coswt + x4 4 (w) sinwt). (1.8)

Les expressions de dW/dt et de dFE;./dt ne sont pas identiques. Toufefois, en
moyenne, on a égalité :
dEtot. o dW

dt dt

(1.9)

1.2. Puissance dissipée : calcul a ’aide de la regle d’or de Fermi

A une perturbation sinusoidale V coswt (V' étant un opérateur hermitique)
du systeme de hamiltonien non perturbé Hj est associée, d’apres la regle d’or de
Fermi, une probabilité de transition par unité de temps entre un état initial |¢y,)
et des états finals |¢,) donnée par

Z;?|<¢Q|V‘¢n>‘2[6(qu _w)+6(wnq —CU)}. (1.10)

Si By, > E,, il y a absorption d’énergie par le systeme ; si B, < E,, il y a émission
induite d’énergie par le systeme.

Dans le probleme qui nous intéresse ici, supposons que la force appliquée
soit a(t) = acoswt, la perturbation correspondante étant —aA coswt, A étant un
opérateur hermitique. L’énergie moyenne dW/dt|,ps. absorbée par unité de temps
par le systéme se calcule & partir du premier terme de la formule (1.10), dans lequel
on fait V' = —aA, et que 'on somme sur tous les états initiaux |¢, ), pondérés par
leur probabilité d’occupation IL,, :

2
m™a
— ﬁzmhwmqn%(qu —w). (1.11)

abs. n,q

aw
dt
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L’énergie moyenne dW/dt|sy,. émise par unité de temps se calcule de la méme
maniere & partir du second terme de la formule (1.10) :

. 7ra2
2h?

aw
dt

ém.

Zﬂnhw|Aqn|26(wnq —w). (1.12)
n’q

Comme A est un opérateur hermitique, l’expression ci-dessus peut se réécrire :

4w
dt |,

em.

2
Ta
= ﬁ Zﬂqhw|f4qn|25(qu —w). (1.13)
n’q

L’énergie moyenne totale dWW/dt absorbée par le systéeme par unité de temps,
lorsqu’il est soumis & une perturbation sinusoidale —aA coswt, est donc :

aw - ra?

- 9n (I, — g )w|Agn|*6(wgn — w). (1.14)

n,q

En comparant avec la définition de la densité spectrale (formule (2.1) du
chapitre 18), on obtient

aw  a? a®
7 ?WSAA(W) = 3WXZA(W)- (1.15)

La quantité w x’j 4 (w) caractérise donc la dissipation d’énergie du systéme lorsqu’il
est soumis a une perturbation harmonique de fréquence angulaire w.

Le calcul ci-dessus fait apparaitre le lien étroit entre la théorie de la réponse
linéaire et la regle d’or de Fermi, qui vient de ce que, dans les deux cas, on travaille
au premier ordre en perturbations.

2. Fluctuations : fonctions de corrélation symétrique et canonique

2.1. Fonctions de corrélation Sga (t) et Kga ()

Nous nous limitons dans ce qui suit a des opérateurs hermitiques A et B tels
1
que

A=0, B°=0. (2.1)

Les éléments diagonaux de ces opérateurs sur une base propre de Hj sont donc
nuls. Ceci implique en particulier que ces opérateurs sont centrés :

(A)(=Trpod) =0,  (B)(=TrpoB) = 0. (2.2)

1 Ces notations ont été introduites au chapitre 18.
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On peut caractériser la corrélation entre les fluctuations de deux opérateurs
hermitiques centrés A et B par un nombre réel Sp4(t), appelé fonction de corré-
lation symétrique, et défini par

Smalt) = {AB(D) + B()A) = S{{A, B()}). (2.3)

N —

Dans ’équation (2.3), {4, B(t)}+ désigne I'anticommutateur de A et de B(t).
Lorsque A = B, la quantité

Saalt) = 54, AD)}) (24

est la fonction d’autocorrélation symétrique de I'opérateur A. A la limite classique,
on a

Spa(t) = Cpalt), (2.5)

Cpa(t) = (B(t)A) (2.6)
est la fonction de corrélation classique.

Il existe une autre fonction de corrélation, que nous avons introduite au
chapitre 17 : c¢’est la fonction de corrélation canonique, définie par

B
Kpalt) = % /O (Mo Ae= o B(£)) . (2.7)

A la limite classique, les différents opérateurs dans I'intégrale de I'expression (2.7)
commutent et on a simplement

Kpa(t) = Cpat). (2.8)

Par conséquent, les deux fonctions de corrélation symétrique et canonique s’identi-
fient a la limite classique.

2.2. Fonctions de corrélation Sga (w) et Kga (w)

Soient Sp4(w) et Kpa(w) les transformées de Fourier de Spa(t) et de Kpa(t),
définies par?

Sialw) = / T Gpa) e, K (w) = / T Rpa® e tdn  (2.9)

2 Rappelons que, les fonctions de corrélation n’étant pas des fonctions causales, il s’agit ici
de véritables transformées de Fourier, et non de transformées de Fourier-Laplace.
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Calculons tout d’abord Spa(w). On a

(B(t)A) = T, BygAgne ™, (2.10)
n7q
et '
(AB(t)) = Y Ty AgnBpg e, (2.11)
n7q

d’ou 'on déduit immédiatement, par transformation de Fourier,

Spa(w) =mY (M, +TIy) BngAgn 8(wen — w). (2.12)

n,q

Ensuite, en ce qui concerne Kp4(w), on peut procéder de la fagon suivante.
On vérifie tout d’abord, a partir de la définition (2.7), que

- 1 BngAgn
Kpa(t) = — I, — II,) =22 gt@nat, 2.13
palt) = g5 Yo~ L) a7 ¢ (213)
n,q
On en déduit, par transformation de Fourier, que
27 B,.Aon
Kpalw) = 7 nzq:(nn —11,) ﬁ 8(wWqn — w). (2.14)

2.3. Relation entre Kga (w) et Sga (w)

En utilisant le fait que

M +T, 0 gLt e BEq—En)
IT,, — 11, = (M — q) 1 — e B(Eq—En)’

I, + 10, = (I, — IL,) (2.15)

on obtient, a partir des expressions (2.12) et (2.14), la relation suivante entre
Kpa(w) et Spa(w) :
2
Kpa(w) =  Ghw Spa(w). (2.16)
ﬁhw COthT

A la limite classique Bhiw < 1, la formule (2.16) se réduit a
Kpa(w) = Spa(w). (2.17)
On a dans cette limite
Kpa(w) = Spa(w) = Cpa(w). (2.18)

Nous retrouvons ici le fait que les deux fonctions de corrélation symétrique et
canonique s’identifient a la limite classique.
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3. Théoreme de fluctuation-dissipation

C’est le coeur de la théorie de la réponse linéaire. Il fournit une relation tres
générale entre, d’'une part, la réponse et la relaxation, et, d’autre part, les fluc-
tuations. Plus précisément, il relie la dissipation d’énergie au cours des processus
irréversibles et les fluctuations thermiques a I’équilibre. I1 a d’abord été établi par
H. Nyquist, puis L. Onsager, et généralisé par H.B. Callen et T.A. Welton, puis
par R. Kubo.

3.1. Relation entre Sg a (w) ou Kg a (w) et la densité spectrale &g A (w)

On vérifie facilement, en utilisant la définition de la densité spectrale (formule
(2.1) du chapitre 18), que

Kpa(w) = ﬁ% Epa(w) (3.1)
et que
Spa(w) = A coth ﬁ% 5a(w). (3.2)

Les formules (3.1) et (3.2) montrent que les transformées de Fourier des fonc-
tions de corrélation symétrique et canonique, Spa(w) et Kpa(w), s’expriment de
maniére simple a P’aide de la densité spectrale {p4(w). L’une comme 'autre de ces
égalités sont des formulations du théoreme de fluctuation-dissipation, connu aussi
sous le nom de théoréme de Callen et Welton.

Dans le cas particulier B = A (A étant hermitique), on a

2 2

Kaa(w) = i faa(w) = i Xaa(w), (3.3)
et, inversement,
" w w ® = wwt
Xia(®) = 5o Kaa(w) = 5 / Ran(t) e dt. (3.4)

La connaissance de la dissipation d’énergie dans le systéme perturbé par A est
équivalente a la connaissance de la dynamique des fluctuations dans I’état d’équi-
libre.

A la limite classique, la formule (3.4) se réduit &

w w >

Xaa(w) = %T Caa(w) = T 7OO<A(75)A> et dt. (3.5)
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3.2. Quelques exemples

Une des applications les plus simples de la théorie de la réponse linéaire
est I’étude du mouvement brownien d’une particule immergée dans un bain de
molécules plus petites, étude qui fera ’objet d’un chapitre ultérieur. La particule
brownienne est soumise de la part du fluide a une force fluctuante et a une force
de frottement. Une fluctuation de vitesse de la particule brownienne relaxe; au
cours de la relaxation, de I’énergie est dissipée dans le fluide. La partie dissipative
de la mobilité de la particule est reliée a la fonction d’autocorrélation a 1’équilibre
de sa vitesse par un théoreme de fluctuation-dissipation.

Une autre application importante du théoreme de fluctuation-dissipation est
mise en jeu lors de ’étude de la diffusion de la lumiére par un fluide, qui sera traitée
dans un chapitre ultérieur. Le champ électrique de ’onde incidente polarise les par-
ticules du milieu et permet a la lumiere de se coupler a celui-ci. La lumiere est
diffusée par les fluctuations de densité du fluide. Du spectre mesuré de la lumiere
diffusée, on déduit le spectre des fluctuations de densité. Celles-ci sont de deux
types : les fluctuations thermiques — dues a des fluctuations de ’entropie locale,
et les fluctuations mécaniques — dues aux ondes sonores amorties. Pour les fluctu-
ations de faible amplitude, et de basse fréquence et de grande longueur d’onde, le
spectre de la lumiére diffusée peut se déduire des équations de ’hydrodynamique
linéarisée. Les expériences de diffusion fournissent ainsi un moyen de mesurer les
coefficients de transport (coeflicients dissipatifs) dans le fluide.

4. Positivité de wyy, (w). Susceptibilité statique classique

On se place ici pour simplifier dans le cas particulier B = A (A étant hermi-
tique). Dans ce cas, la dissipation d’énergie est proportionnelle & wy’j 4(w) (for-
mule (1.15)). Un systeme dissipatif stable regoit de la part du champ extérieur
plus d’énergie qu’il ne lui en restitue. Ceci implique la positivité de wx’} 4 (w).

Comme, selon le théoreme de fluctuation-dissipation,

w2 w

WXaa@) = 2kT Kaalw) = h coth(Bhw/2) Saalw)

(4.1)

la positivité de wx’j 4 (w) assure a posteriori qu'il est effectivement possible d’inter-
préter S44(w) comme la densité spectrale — positive — des fluctuations de A.

La quantité x’j ,(w) est donc une fonction impaire de w. En utilisant cette
propriété, on peut, dans le cas classique, déduire du théoreme de fluctuation-
dissipation (3.5) la valeur de la susceptibilité statique y 44 (w = 0). En effet, d’apres
I’'une des relations de Kramers-Kronig, on a

1 o) X// (w)

/ AA

=0)= = 2848 2 dw. 4.2
XAA(W ) 7_‘_/_ w w ( )
Comme x’j 4(w) est une fonction impaire de w, x’y4(w = 0) s’identifie avec

XA4(w = 0), c’est-a-~dire avec la susceptibilité statique. On déduit alors du théoreme
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de fluctuation-dissipation (3.5) que

1 1 >
Xaa(w=0) = = okT /_oo Caa(w) dw, (4.3)
soit encore?® 1 1
= = — 9 = = — 2
Xaa(w=0)= T Can(t=0) T (A%). (4.4)

5. Symétries des fonctions de réponse et de corrélation

Les symétries du probleme étudié permettent d’obtenir un certain nombre
de relations intéressantes. Etant donné que toutes les fonctions étudiées dans la
théorie de la réponse linéaire se déduisent les unes des autres, il suffit par exemple
d’étudier les symétries de la fonction spectrale &g A(t), définie par

Epalt) = o= ([B(t), A]). (5.1)

5.1. Relations générales découlant de la définition de la fonction
spectrale et de la stationnarité

Le systeme non perturbé est a I’équilibre. Les diverses fonctions de réponse et
de corrélation possedent donc la propriété de stationnarité, c’est-a-dire d’invariance
par translation dans le temps.

Par exemple, on a

1 1 1
B0, A)) = — 5[4, BO) = — 5 (A(-0), B), (52)
c’est-a-dire
Epa(t) = —€ap(—t), (5.3)

d’out I'on déduit, par transformation de Fourier,

£pa(w) = ~£an(—w). (5.4)
Par ailleurs, comme
LB, A)* = L (AT, BI0)]) = —— (BT (¢), AT) (5.5)
2h ’ 2h ’ 2h ’ ’

3 . o eis R
Comme nous le verrons plus loin, cette égalité est connue sous le nom de regle de somme
thermodynamique.
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Epa(t) = —Eprar(t), (5.6)
et
{pa(w) = —€piat(—w). (5.7)

Si les opérateurs A et B sont hermitiques, ce que nous supposons désormais, on
obtient

Exa(t) = —Epalt) (5.8)

et
{palw) = —€pa(—w) = Eap(w). (5.9)

5.2. Invariance par renversement du temps

On décrit le renversement du sens du temps par un opérateur antiunitaire 7.
Le caractere antilinéaire de 7 implique que

e si C est une constante

rCrl = C*, (5.10)

e (x|T|p) est une quantité mal définie car il faut préciser si 'opérateur 7 agit
sur le ket ou sur le bra. On a :

Xl(7]0)) = ((xIm)l¢)" (5.11)

L’opérateur 7, conservant la norme, transforme une base orthonormée {|¢,)} en
une base orthonormée {7|¢,)}.

De nombreux opérateurs A se transforment tres simplement sous 'effet de 7.

On définit la signature € 4 d’un opérateur A par rapport au renversement du temps
de la fagon suivante :

TATT = €4 A. (5.12)

Dans I’équation (5.15), e4 = +1 ou —1. Par exemple, 7 ne change pas les positions
mais renverse les vitesses,

X7 =X, Vil = -V, (5.13)
et donc ex = +1, ey = —1. On a, de maniere générale,
TAt)rT = re m T Artre TR T = e*”fﬁ_OteAAemTOt, (5.14)

soit

TA)TT = €4 A(—1), (5.15)
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En présence d’un champ magnétique statique extérieur appliqué By, le hamil-
tonien Hy n’est pas invariant par renversement du sens du temps. Le champ By
est couplé a des grandeurs de signature —1, de sorte que le transformé de H, par
7 correspond au hamiltonien du systeme dans le champ opposé —By :

TH()(B())TT :Ho(—Bo). (516)

5.3. Conséquences de ’invariance par renversement du temps : re-
lations de réciprocité d’Onsager

Il est intéressant de relier £ 4(t) — c’est-a-dire la réponse de B a une excitation
décrite par A, a £4p(t) —c’est-a~dire a la réponse de A a une excitation décrite
par B.

Or, les formules établies ci-dessus en utilisant uniquement la propriété de
stationnarité* relient €4 () & €ap(—t), et non a £ga(—t). Pour répondre a la
question précédente, il faut donc pouvoir changer le signe de t dans £4p(—t),
c’est-a-dire faire intervenir 'opérateur 7.

Supposons donc le hamiltonien Hy, et par suite la distribution d’équilibre py,
invariants par renversement du temps :

7'}[07'Jr = Ho, Tp()TT = pPo- (517)

On a, en supposant toujours A et B hermitiques,

(B(t)A) =Y ($nlpoB(t)Algn) = Y (dul(rirpor TB(t)T T AT 7|62)),  (5.18)

n n

soit

(B(t)A) = eaes Z (6l (TTp0B(—t)AlTn)) = eaen Y _(TdnlpoB(—t)AlTen)*,
! (5.19)

soit encore
(B(t)A) = eaep(TrpoB(—t)A)" = eaeg(AB(—t)) = eaep(A(t)B). (5.20)
On montrerait de méme que
(AB(t)) = eaeg(BA(t)). (5.21)

On en déduit les relations de réciprocité d’Onsager,

{pa(t) = eaep Ean(t), (5.22)

4 Voir par exemple la formule (5.3).
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et, par transformation de Fourier,

Epa(w) = eaep €ap(w), (5.23)

Pour la fonction de réponse, les relations de réciprocité s’écrivent
)ZBA(t) :EAEB)N(AB(t). (5.24)
En présence d’un champ magnétique appliqué By, on a

XBA(t,Bo) = €aep Xxap(t,—By). (5.25)

Ces relations interviennent par exemple dans [’écriture du tenseur de conduc-
tivité en présence d’un champ magnétique extérieur appliqué, ou bien encore dans
I’écriture du tenseur de susceptibilité magnétique.

La théorie de la réponse linéaire fournit un moyen microscopique de calculer
les coefficients cinétiques. Les coefficients ainsi obtenus vérifient les relations de
réciprocité d’Onsager, comme il se doit.

6. Regles de somme

Les régles de somme sont des lois générales qui étendent la regle de somme
des forces d’oscillateurs vue au chapitre 15. Pour plus de clarté, nous allons les
discuter sur I'exemple d'un oscillateur harmonique classique, de déplacement x(t),
perturbé par une force extérieure.

6.1. Démonstration des regles de somme

De maniere générale, pour obtenir le comportement a haute fréquence de la
transformée de Fourier-Laplace .. (2) de Xz« (t), on peut partir de la représentation

spectrale
1 o0 X/l w
Xa:ac(z) = ; / —(jx_( Z) dw, (61)
—o0
et la développer en puissances de 1/z :

11 o) 1/ 1 1 &) 7
Xm(z):———/ wXL(w)dw———/ wQXL(M)dw—I-.... (6.2)

zZT w 22 w

— 00 — 00

D’apres le théoreme de fluctuation-dissipation (3.5), on a :

T XeWw) o1 [T
/ w " dw_QkT 7oow Crz(w) dw. (6.3)

— 0
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Le développement (6.3) fait donc intervenir les quantités % f fooo W Cpp(w) dw, qui

sont les moments de la densité spectrale Cy,(w). Ces moments sont des dérivées,
calculées pour t = 0, de la fonction d’autocorrélation Cy(t). On a en effet

C~’m(t) L /00 Crz(w) e W dw, (6.4)

:% .

(z%)n Cra(t)

On déduit des relations (6.3) et (6.5) la formule

1 > nxgx(w) _ 1 d =

— 00

et, par suite,
1 o0

T o

W' Crpz(w) dw. (6.5)

— 00

t=0

(6.6)

t=0

Comme x” (w) est une fonction impaire de w, les moments d’ordre impair de
Xaz(w)/w (ou de la densité spectrale C,(w)) sont nuls. Les moments d’ordre pair
vérifient la formule (6.6). En utilisant les propriétés des fonctions d’autocorrélation
a ’équilibre, on déduit de I’équation (6.6), écrite pour le moment d’ordre 2n de
X (w)/w, la relation :

L[ @) de = o O, (6.7)

™ — 00

Les moyennes figurant dans le membre de droite de ’équation (6.7) sont toujours
finies. Les formules obtenues a partir de cette équation pour les diverses valeurs de
n constituent les régles de somme que doit satisfaire la partie imaginaire x”_(w)
de la susceptibilité généralisée.

Nous allons examiner en détail les regles de somme correspondant a n = 0 et
n = 1, qui sont particulierement importantes.

6.2. Regle de somme thermodynamique

On considere tout d’abord le cas n = 0. La régle de somme (6.7) s’écrit dans
ce cas :

% /oo ng)(w) dw = % (z2(0)). (6.8)

—0o0

On en déduit la relation

Xzz(w =0) = T (z2(0)). (6.9)
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Or la susceptibilité statique x.»(w = 0) peut étre calculée comme une dérivée
thermodynamique,

_ Ox
- OF’
ou F' désigne une force extérieure statique appliquée a l'oscillateur. C’est pourquoi

la regle de somme (6.8) est connue sous le nom de régle de somme thermody-
namique. Elle s’écrit aussi®

(@®(1)) = kT Xaz(w = 0), (6.11)

et permet de calculer les fluctuations a 1’équilibre a 1’aide de la susceptibilité
statique, qui est une dérivée thermodynamique.

6.3. Regle de somme-f

On considére maintenant le cas n = 1. On a

: / T (@) dw = = (32 (0)), (6.12)

— 00

soit, puisque (i2(0)) = (22(t)) = kT /m,

o 1
/ WX (w) dw = — (6.13)

— o0

N =

C’est la regle de somme-f.

6.4. Le modele d’oscillateur amorti par frottement fluide et les regles
de somme

Les regles de somme, établies ci-dessus de maniere générale, constituent un
ensemble de contraintes auxquelles les modeles phénoménologiques n’obéissent que
partiellement. Examinons dans quelle mesure les regles de somme sont effective-
ment vérifiées par le modele d’oscillateur amorti par frottement visqueux, pour
lequel I’équation du mouvement s’écrit, avec des notations évidentes,

F(t
i+ i+ wir = #, (6.14)

et pour lequel x7 (w) est donné par

1%

1
= . 6.15
m (w? — w%)Q + y2w? ( )

Xoa (W) =

5 Puisqu'il s’agit de moyennes a ’équilibre, on a (22 (¢))=(x2(0)).
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Les moments d’ordre impair de x/.(w)/w sont bien nuls, comme il se doit.
Les deux premiers moments pairs non nuls sont finis. La régle de somme thermo-
dynamique et la regle de somme-f s’écrivent respectivement, pour ce modele,

11 [ y 1
R do= — 6.16
Tm J o (w?—wd)?+y2w? “ mw3 (6.16)
et
11 [ yw? 1

_ L (6.17)

Tm ) o (w?—wd)?+~y2w? YT m

Les formules (6.16) et (6.17) sont vérifiées quel que soit .

En revanche, les moments pairs d’ordre plus élevé divergent. Ceci montre que
le modele phénoménologique d’amortissement avec un coefficient d’amortissement
~ constant n’est pas satisfaisant aux hautes fréquences. Une maniere usuelle d’amé-
liorer le modele est d’introduire un coeflicient d’amortissement dépendant de la
fréquence, par exemple v(w) = v/(1 — iwT), ou T représente un temps de collision
microscopique. Ceci revient a écrire pour l'oscillateur une équation de mouvement
avec un terme de frottement retardé. Avec une telle hypothese, le moment d’ordre
4 de x/,(w)/w est effectivement fini. Toutefois les moments d’ordre supérieur con-
tinuent a diverger.
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20. Relaxation diélectrique

1. Rappels sur les milieux diélectriques

1.1. Champ de Maxwell et champ local

On considére un condensateur plan rempli d’un diélectrique homogene. On
suppose que ce diélectrique est un milieu isotrope. Si ’on soumet ce condensateur
a un champ électrique extérieur Eqyy , le diélectrique (de volume V') acquiert une
polarisation P qui est, par définition, le moment dipolaire M par unité de volume :

M
P = v (1.1)
Dans un milieu diélectrique, le champ local Ej,., qui existe au niveau de
chaque atome, n’est pas identique au champ macroscopique FE\... des équations
de Maxwell. Ce dernier est en fait la moyenne du champ local sur une petite région
entourant chaque point :
Enjax. = <Eloc.>- (12)

Le champ local, quant a lui, est la somme du champ extérieur appliqué et des
champs créés par les dipoles.

Pour discuter plus précisément le champ local, on considere un échantillon
diélectrique ayant la forme d’un ellipsoide avec I'un de ses axes parallele au champ
électrique appliqué. Dans un tel ellipsoide, si le champ extérieur est uniforme, la
polarisation I’est également. On écrit usuellement le champ créé par les dipdles sous
la forme d’une somme de trois termes, E1 + Es + E3. Le champ FE; est le champ
dépolarisant, provenant des charges sur la surface extérieure de 1’échantillon. On
imagine ensuite une cavité sphérique fictive creusée dans le diélectrique, autour
du point considéré. Les charges de polarisation sur la surface de cette cavité sont
a lorigine du champ E,, dit champ de cavité de Lorentz, et le champ Ej3 est le
champ créé par les atomes situés a 'intérieur de cette cavité. On a :

Eloc. - Eext. + E1 + E> + ES- (13)

Seuls le champ extérieur et le champ dépolarisant posseédent une moyenne non
nulle. On a donc :
EMaX. = Foxt. + El- (14)
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e Comme le champ extérieur est uniforme et que I’échantillon a la forme d’un
ellipsoide, la polarisation y est uniforme. On écrit généralement

E, = -NP, (1.5)

ou N est le facteur de dépolarisation. Sa valeur dépend des rapports entre les axes
de P’ellipsoide’. Le champ de Maxwell est alors donné par :

EMaX. — Lvext. _NP (16)

e Le champ de Lorentz E5 est di aux charges de polarisation sur la surface
de la cavité fictive. On peut montrer que

E, = 4?” . (1.7)

e Le champ des dipoles a I'intérieur de la cavité est le seul terme qui dépend
de la structure du cristal. On peut montrer que, dans un milieu isotrope, ou dans
un environnement cubique ou les atomes peuvent étre remplacés par des dipoles

paralleles les uns aux autres,
E3; =0. (1.8)

Dans ce cas, on a finalement, en tenant compte des contributions (1.5), (1.7)
et (1.8) au champ local,

4
Eloc. - Eext. _NP + ?ﬂ- P +0. (19)

En comparant les relations (1.6) et (1.9), on voit que le champ local et le
champ de Maxwell sont reliés par

4
Eloc. - EMax. + ?ﬂ- P. (110)

Cette relation, appelée relation de Lorentz, est toujours valable dans un milieu
isotrope ou cubique. Elle est indépendante de la forme — sphérique ou non — de
I’échantillon.

Dans le cas d’un échantillon sphérique, la relation (1.9) se simplifie, et ’on a

Eloc. = Eext.- (111>

L Dans le cas simple d’un échantillon sphérique, N'=47/3 pour tout axe.
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1.2. Constante diélectrique, susceptibilité et polarisabilité

La constante diélectrique ¢ d’un milieu isotrope ou cubique est définie par

D = Eyj.x. + 47 P = cE\jay.. (1.12)
On définit aussi la susceptibilité électrique x par
P = yE\j.x.. (1.13)

D’un point de vue microscopique, on définit la polarisabilité o liée a chaque
dipole p par

p=aFE,.. (1.14)
La polarisabilité caractérise une propriété atomique ou ionique, tandis que la cons-
tante diélectrique ou la susceptibilité électrique dépendent aussi de la maniere dont
les atomes ou les ions sont assemblés dans le cristal. Si N est le nombre de dipdles

par unité de volume, on a
P = NaFE,,... (1.15)

En utilisant les formules (1.10), (1.12), (1.13) et (1.15), on montre que la constante
diélectrique € et la polarisabilité a sont reliées par

e—1 4
= — Noa. 1.16
€+ 2 3 @ ( )

C’est la relation de Clausius-Mossotti.

On vérifie également que le champ local et le champ de Maxwell sont reliés

par
€+ 2
Eloc. - 3 EMax.- (]‘]‘7)
Par suite, pour un échantillon sphérique, la propriété (1.11) conduit a
€+ 2
Eext. - T EMax.- (118)

1.3. Relation avec les propriétés optiques

Il est utile pour la suite de rappeler le lien entre la constante diélectrique du
milieu et ses propriétés optiques. L’indice de réfraction complexe n est défini par

n? =e. (1.19)

Il est de la forme n = n+ ik, ou n est I'indice de réfraction usuel, et x le coefficient
d’extinction. On a, en désignant respectivement par € et ¢’ les parties réelle et
imaginaire de e,
¢ =n? — K ¢! = 2nk. (1.20)
On vérifie facilement a partir des équations de Maxwell que le champ électrique
d’une onde électromagnétique se propageant dans le milieu parallelement a 'axe
z est de la forme
E = Eoefiw(tfnz/c) efwmz/c. (121)

Le coefficient d’absorption K de 'onde est donc égal a 2wk /c = we” /nc.
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2. La polarisabilité

Le calcul de la susceptibilité ou de la polarisabilité requiert une étude mi-
croscopique du matériau. En pratique, il existe trois mécanismes principaux de
polarisation, la polarisation électronique, la polarisation ionique, et la polarisa-
tion orientationnelle (ou dipolaire).

e La polarisation électronique provient du déplacement des électrons par rap-
port au noyau, c’est-a-dire de la déformation de la couche électronique. Dans le
domaine optique, la constante diélectrique provient presque entierement de la po-
larisation électronique, puisqu’a haute fréquence les contributions ionique et dipo-
laire sont faibles a cause de l'inertie des ions. On peut calculer la polarisabilité
électronique en utilisant le modele classique de 1’électron élastiquement lié, ou,
quantiquement, en faisant appel aux forces d’oscillateur?.

e La polarisation ionique provient du déplacement relatif des ions de signe
opposé en présence d’un champ électrique appliqué.

e La polarisation orientationnelle ou dipolaire apparait dans des substances
composées de moments électriques permanents plus ou moins libres de changer
d’orientation dans le champ. C’est un cas courant dans les gaz et les liquides. Dans
les solides, la rotation est en général bloquée, sauf dans les cristaux plastiques, ou
les molécules peuvent effectuer un mouvement de rotation, plus ou moins géné par
I’environnement.

C’est la polarisation orientationnelle que nous allons étudier ici. Nous con-
sidérons un liquide diélectrique formé de molécules ayant un moment dipolaire
permanent, et nous allons chercher a calculer sa susceptibilité. Nous allons tout
d’abord exposer la théorie phénoménologique proposée par P. Debye, appelée
théorie de la relaxation diélectrique, puis appliquer a ce méme probleme la théorie
de la réponse linéaire.

3. Théorie de Debye

Dans certains liquides tels que ’eau, 'alcool, ..., les constantes diélectriques
statiques ont des valeurs importantes. Par exemple, pour 'eau a température am-
biante, la constante diélectrique statique, notée €5, vaut 81, tandis que la constante
diélectrique aux fréquences optiques®, notée €., vaut 1.77. La différence entre €, et
€ est due principalement a la polarisation par orientation des moments dipolaires,
qui est effective aux basses fréquences, mais amortie au-dessus de 10'° Hz.

La polarisation orientationnelle se produit également dans certains cristaux
constitués de molécules polaires comme HCI ou H5O.

2 Voir le chapitre 15.

3 Le fait que €x#1 est di aux autres mécanismes de polarisation qui entrent en jeu aux
fréquences plus élevées que celles auxquelles 'on s’intéresse.
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3.1. Le modele de Debye

En 1929, P. Debye a expliqué les grandes valeurs de €; dans certains liquides
en supposant que les molécules de ces liquides possedent des moments électriques
permanents. Il caractérise le retour & 1’équilibre par un temps de relaxation* 7. Si
la fréquence angulaire w du champ électrique appliqué est tres supérieure a 1/7, la
molécule ne peut plus suivre le champ. Debye propose ainsi pour la polarisabilité

a(w) la forme fonctionnelle
Qo
alw) = — 3.1
() 1 —iwr’ (3.1)
ou « désigne la polarisabilité orientationnelle statique.

Dans un liquide peu dense, ¢(w) ~ 1. On peut donc simplifier la formule de
Clausius-Mossotti (1.16) en écrivant®

¢(w) — 1 =4rNa(w). (3.2)

Il vient alors, dans le modele de Debye®,

47 N o
=14+ —. 3.3
() 1 —wr (3:3)
On déduit de I’équation (3.3) :
W) —1=(es—1) —
L+ wir? (3.4)
1/
€' (w) = (&s — 1)1+w272a

avec €, — 1 = 4 Nay. Les courbes représentant en fonction de w les parties réelle et
imaginaire de la constante diélectrique dans le modele de Debye sont représentées
sur la Fig. 1.

Une autre représentation usuelle est le diagramme Cole-Cole. On élimine w
entre €' (w) et €’'(w), et on représente €’ en fonction de €. Il vient ainsi :

€s+ 1

GRS

4

(3.5)

Une caractéristique du modele de relaxation de Debye est donc que le diagramme
Cole-Cole est un demi-cercle centré en (e5; + 1)/2, et possédant un rayon égal a

4 Les temps de relaxation peuvent dépendre fortement de la température. Les temps de

relaxation dans les solides sont beaucoup plus longs que dans les liquides.

5 (ela revient & confondre le champ extérieur et le champ de Maxwell.

On a ici exx=1, puisque 'on ne considere pas d’autres mécanismes de polarisation que la
polarisation orientationnelle.
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Fig. 1. Parties réelle et imaginaire de la constante diélectrique en
fonction de w dans le modéle de Debye

(es —1)/2. Le temps de relaxation peut étre lu directement sur le diagramme
Cole-Cole, puisque €”(w) devient maximum a w = 1/7 (Fig. 2).

3.2. Coefficient d’absorption d’une onde électromagnétique

Le coefficient d’absorption est donné par
K = we”’ /nc ~ we” /e, (3.6)

puisque nous avons supposé le liquide peu dense et € (w) ~ 1. Dans le modele de
Debye, il vient :

-1 W27

c 14+w2r?

K="5 (3.7)

Le coeflicient d’absorption croit avec la fréquence, puis sature aux hautes fré-
quences : c’est le plateau de Debye (Fig. 2).

Fig. 2. Diagramme Cole-Cole et coefficient d’absorption dans le modéle de
Debye
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3.3. Discussion

En réalité, la théorie de Debye n’est valable qu’aux faibles fréquences (wr < 1).
Si w augmente, on observe en effet une modification du diagramme Cole-Cole, dans
lequel apparait alors une sorte de protubérance, c’est-a-dire une zone dans laquelle
¢ <1 (Fig. 3).

De méme, lorsqu’on étudie le coefficient d’absorption en fonction de la fré-
quence, on n’observe pas de plateau, mais une redescente de la courbe aux hautes
fréquences (Fig. 3).

Fig. 3 Allure observée expérimentalement du diagramme Cole-Cole et
du coefficient d’absorption

Le modele de Debye est donc insuffisant en pratique pour expliquer conve-
nablement l’allure des courbes de relaxation diélectrique effectivement observées
dans les liquides polaires. Nous allons voir maintenant ce qu’apporte la théorie de
la réponse linéaire.

4. Théorie de la réponse linéaire

Nous nous intéressons ici a des molécules “rigides”, donc nous excluons celles
qui présentent des degrés de rotation internes libres ou presque libres. La méca-
nique classique constitue une bonne approximation pour le mouvement orienta-
tionnel des molécules, puisque dans un intervalle d’énergie d’ordre KT il existe a
température ambiante beaucoup de niveaux de rotation.

4.1. Expression de la constante diélectrique a 1’aide d’une fonction
de corrélation a I’équilibre

Nous supposons que le champ extérieur, parallele a ’axe z, produit seulement
une petite perturbation. En présence du champ extérieur appliqué, le hamiltonien
s’écrit

H = Hy— M.Eey.. (4.1)
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Le moment dipolaire moyen, parallele a 'axe x, est de la forme

(M(t)) = / N X (t =) Bexe (1) dt’, (4.2)

— 00

ou la fonction de réponse xasas(t) est donnée par la formule de Kubo classique

Ko (0) = BOEMWNIO),  f= (43)

En utilisant les propriétés générales des fonctions de corrélation a I’équilibre, on
peut réécrire Y aras(t) sous la forme

Xarn(t) = —BO(t) (M (t)M(0)). (4.4)
Par transformation de Fourier, on obtient, avec des notations évidentes,
(M(w)) = xmm (W) Eext. (w)- (4.5)

La susceptibilité électrique x(w), quant a elle, relie la polarisation moyenne
au champ de Maxwell. On a

(P) _ (M) Ee.

— = 4.
X(W) EMax. VEext. EMaX., ( 6)
soit, en utilisant la formule (1.18),
(M) e(w)+2
p— 4.
@) = g (4.7
On a donc la relation
ew)—1 1 elw)+2
S 4,
A Vv 3 Xa (@), (4.8)
c’est-a-dire encore ()1 A -
e(w) — T - iw
XMM(t) e t dt. (49)

E(W) + 2 - W 0

En reportant dans cette derniére équation l'expression (4.4) de la fonction de
réponse X (t), il vient

€w)—1  4mB [~ d

ew)+2 3V J, dt

(M(0)M (t)) e dt. (4.10)

A cause de lisotropie moyenne du liquide, ’équation (4.10) peut se réécrire sous
la forme

e(w)—1 47 / > d ot
—_— = — — (M (0).M(t)) " dt. 4.11

w12 kv J, aMO-MD)e (4.11)
La formule (4.11) est de validité générale, quelle que soit 'origine du moment
dipolaire de I’échantillon (polarisation ionique, orientationnelle, ...). Nous allons
ici I'appliquer au cas de la polarisation orientationnelle des fluides polaires peu
denses.
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4.2. Constante diélectrique d’un fluide peu dense constitué de molé-
culaires polaires peu polarisables

Dans un fluide peu dense, on a e(w) ~ 1. La formule (4.11) se simplifie :

(W) —1=— 3/jz7jv /0 h %<M(0).M(t>> ¢t . (4.12)

Lorsque les molécules sont peu polarisables, le moment électrique du systeme
trouve son origine essentiellement dans ’orientation des dipdles moléculaires. En
effet, le moment dipolaire M dépend, de maniere générale, des coordonnées des
centres de masse des molécules (désignées symboliquement par r), de I’ensemble
des angles d’Euler dans le référentiel du laboratoire (désignés symboliquement
par ), et enfin des coordonnées internes fixant la position des noyaux dans les
molécules (désignées symboliquement par n;). On peut écrire, si les déplacements
internes restent de faible amplitude,

oM
(9n2-

M =M(r,Q,0)+ ) ng+ -, (4.13)

soit
M = M, + M, (4.14)

ou M est la contribution due a l'orientation des molécules, considérées comme
des batonnets rigides, et M est la contribution des vibrations des molécules,
supposées de faible amplitude. La contribution la plus importante est M. C’est
la seule dont nous tenons compte ici, ce qui revient a faire e,, = 1. On écrit donc
simplement :

fw)—1=— 31317:1/ /0 h %(MO(O).MO(t» ¢t dt. (4.15)

4.3. Calcul de la fonction d’autocorrélation (M(0).M(t))

M est la somme des moments dipolaires individuels des différentes molécules
polaires :

M, = Z“ (4.16)

Le fluide étant dilué, les corrélations d’orientation entre des molécules différentes
sont négligeables :

(ri(0).p;(t)) =0,  i#j. (4.17)
On a donc :

(M(0).Mo(t)) = > (i (0).p2i(£)) = N {(1:(0).p2 (1)) (4.18)

%
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En reportant cette expression de la fonction d’autocorrélation (My(0).My(t)) dans
la formule (4.15) pour €(w), on obtient :

47N > d

W) —1=—g ) = (1 (0).pui (1)) €* dt. (4.19)

La constante diélectrique statique se calcule facilement. A fréquence nulle, on
déduit en effet de la formule (4.19)7 :

47N 9
T o)) (4.20)

€s— 1=

On déduit des équations (4.19) et (4.20) :

=1 [ d [0 )]
€s—1 /0 dt[ (12(0)) } dt. (4.21)

Si u,; désigne le vecteur unitaire parallele & p;, on peut réécrire I’équation (4.21)

sous la forme
cw=-1_ / d50) ot gy, (4.22)
€s — 1 0 dt

ou la fonction d’autocorrélation
S(t) = (ui(0).u;(t)) (4.23)

est une mesure de la corrélation de w;(t) avec u;(0). Initialement, S(¢t = 0) vaut

u?(0) = 1; au fur et & mesure des collisions que subit la molécule, S(t) décroit et

tend vers zéro aux grands temps.

4.4. La fonction d’autocorrélation S(t)

Le calcul explicite de S(t) nécessite un modele de dynamique microscopique
du dipole rigide. Si, en premiere approximation, on suppose simplement que S(t)
décroit exponentiellement a partir de sa valeur initiale, c¢’est-a-dire si ’on écrit

S(t) = eIt/ (4.24)

le temps de relaxation 7 étant une mesure de la durée de la corrélation, on obtient
pour la constante diélectrique ’expression

w1 _ / et gt = ! (4.25)
0

€s — 1 T 1 —iwr’

7 La fonction d’autocorrélation {» i(0)., i(t)) tend vers 0 aux grands temps, comme nous le
verrons ci-dessous.
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qui n’est autre que le résultat de Debye.

Cependant, aux fréquences mettant en jeu des temps [t| < 7, ce résultat n’est
pas correct. La forme exponentielle — “en toile de tente” — de S(t) n’est pas valable
aux temps courts (on comprendra mieux ceci apres avoir étudié le mouvement
brownien). On peut montrer qu’en fait la fonction S(¢) doit étre analytique a
lorigine. De plus — comme toute fonction d’autocorrélation classique — S(t) est
une fonction paire. Elle doit donc posséder & 1’origine une tangente horizontale®.
On peut écrire, en intégrant par parties ’expression (4.22),

o0 1 oo )
+ — S(t) e™* dt. (4.26)
0 w Jo

E(W) —1 _ _'i eiwts'«(t)

€s — 1 w

En réitérant cette intégration par parties, on engendre un développement de e(w)
en puissances inverses de w :

w=1_50_50 (4.27)

€s — 1 iw (iw)?

Comme S(0) = 0, le premier terme non nul du développement (4.27) est le terme
en S(0). Par suite, aux grandes valeurs de w,

€w) -1 _ S(O)

2

(4.28)

es—1  w

Cette quantité est négative. En prenant les parties réelle et imaginaire”? des deux
membres de 'équation (4.28), il vient :

¢w) -1 _ 5(0)
€—1 W (4.29)

Ceci explique la protubérance € < 1 observée sur le diagramme Cole-Cole.

En ce qui concerne le coefficient d’absorption K = we” /ne, on trouve que,
lorsque w — o0, il tend vers zéro. Ceci explique la redescente de la courbe observée
aux hautes fréquences.

8 La forme (4.24) de S(t) utilisée dans le modele de Debye n’est qu’une approximation, qui
ne possede pas cette propriété d’analyticité a ’origine.

9 Dans le calcul effectué ici, nous avons négligé les corrélations d’orientation entre des molé-
cules différentes. Ceci explique le résultat ¢’/ =0. Si ’on tient compte également de ces corrélations,
on obtient une partie imaginaire non nulle de la constante diélectrique.
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21. Théorie quantique du transport

1. Formules de Kubo-Nakano

1.1. Conductivité en champ électrique uniforme

On considere un matériau conducteur auquel on applique un champ électrique
spatialement uniforme E(t). La théorie de la réponse linéaire permet d’exprimer la
conductivité dépendant de la fréquence, o(w), 4 I’aide d’une fonction de corrélation
courant-courant.

Le hamiltonien de perturbation par le champ électrique peut s’écrire’

Hi(t) = —lei.E(t), (1.1)

ou la sommation est étendue & tous les électrons de 1’échantillon de volume V.
Pour un champ électrique appliqué selon la direction (3, on a

Hl(t) = —QZTi,BE,g(t). (1.2)

L’opérateur densité de courant est défini par
e
J=5 Z v;, (1.3)

ou vj = 71; est la vitesse de I’électron 7. La composante de J sur 'axe « est :

Jo = % 3 via. (1.4)

2

On peut calculer la valeur moyenne de J, en appliquant la théorie générale
de la réponse linéaire. On utilise les formules du chapitre 17, avec A = e}, r; 3
et B = J,. La valeur moyenne de J, s’écrit

(Ja(t)) = /_oo xBa(t —t")Eg(t') dt'. (1.5)

Dans les expressions ci-dessous, les quantités r ; et p; sont les opérateurs position et impul-
sion des différents électrons.
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La fonction de réponse Xpa(t) est donnée par

Kia(t) = HO(Tu(t),e D ris)) (16)

(3

Le systeme non perturbé étant a 1’équilibre thermique, on peut aussi écrire, de
maniere équivalente, en utilisant la fonction de corrélation canonique de Kubo,

B
Cpalt) = 0(1)V /0 (To(=ihA)Ta(t)) dA. (1.7)

La susceptibilité généralisée correspondante est la conductivité électrique.
C’est un tenseur d’éléments

oo B
Oop(w) =V lim el =9t gt / (J3(—ihA)Jo (1)) dX. (1.8)

e—0t Jo

La relation (1.8) est la formule de Kubo-Nakano pour la conductivité. En utilisant
le fait que la fonction de réponse xpa(t) (formule (1.8)) est réelle, on peut aussi
écrire le tenseur de conductivité sous la forme

SN B
Oap(w) =V lim i e(“"_E)tdt/O (Jo(0)Jg(—t 4 ihN)) d. (1.9)

e—0+

La conductivité se calcule donc a partir d’une fonction de corrélation courant-
courant. De maniere générale, les formules qui permettent d’exprimer les coeffi-
cients de transport a partir des fonctions de corrélation de courants appropriées
sont appelées formules de Kubo. La formule (1.8) ou la formule (1.9) pour le
tenseur de conductivité en champ électrique uniforme en sont des exemples.

1.2. Conductivité dans le cas général

L’étude précédente peut étre étendue au cas ou le champ électrique appliqué
dépend, non seulement du temps, mais aussi de la position. La conductivité élec-
trique est alors une fonction, non seulement de la fréquence angulaire, mais aussi
du vecteur d’onde.

On considere un systeme décrit par un hamiltonien non perturbé Hj. Les
formules de la théorie générale de la réponse linéaire, telles que nous les avons
écrites au chapitre 17, s’appliquent pour un hamiltonien de perturbation de la
forme

Hi() = —/a(r,t) A(r) dr. (1.10)

Dans I’équation ci-dessus, A(r) est 'opérateur qui se couple au champ appliqué
a(r,t).
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Pour un champ électrique appliqué non homogene E(r,t), la perturbation est

décrite par le hamiltonien
= /¢(r,t) p(r)dr, (1.11)

ou l'opérateur p(r) = e, 6(r — r;) est la densité de charges au point r et ol
¢(r, t) désigne le potentiel électrostatique dont dérive le champ : Eg = =V go(r, t).
Sous la forme (1.11), l'identification des quantités a(r,t) et A(r) figurant dans
Pexpression générale (1.10) n’est pas immédiate.

Pour faire le lien avec les formules générales, on peut introduire I'opérateur
dérivé de Hy, noté Hy, et défini par

. 1
Hy = — [Hy, Hy). 1.12

La dérivation correspond a I’évolution non perturbée de H;. Avec les notations
générales (formule (1.10)), on a

= —/a(’r,t)A(r) dr. (1.13)

Dans le cas du hamiltonien (1.11), on a

o = /gzﬁ(r,t) o(r) dr. (1.14)

L’équation de continuité
p(r)=—=V.J(r). (1.15)

permet de relier p(r) a 'opérateur densité de courant au point r, J(r), défini par

Z{a Do}, = ; ST (6(r — ) v + v 8(r — 1)), (L16)

L’expression (1.14) de H; se réécrit alors
—/gb(r,t)V.J(’r') dr. (1.17)

Dans ’équation ci-dessus, I'intégrale sur r se met sous la forme suivante :

/¢ VT (r dr—/V v ) J(r)] dr—/J(r).w(r,t)dr. (1.18)

Le premier terme de ’équation (1.18) peut étre transformé en intégrale de surface
du flux ¢(r,t) J(r), et peut étre annulé par un choix convenable des conditions
aux limites. On obtient alors

- /Eg(r,t) To(r) dr. (1.19)
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Cette expression de H; est de la forme (1.13), avec a(r,t) = Eg(r,t) et A = J(r).
On peut alors appliquer les formules générales de la théorie de la réponse linéaire,
avec B = J,.

On écrit :
(T (r, 1)) :/dr’/ Ea(r' ) Rmalr — v/t — ') dt'. (1.20)

La fonction de réponse xpa(r — r’,t — t') est donnée, a 'aide de la fonction de
corrélation canonique de Kubo, par

B
Cpalr — 1/t —t) = 0(t — 1) /0 (Ta(r',—ihA)Ju(r b — ) dr. (1.21)

Définissant la transformée de Fourier spatiale et temporelle Eg(q,w) de
Eg(r,t) par Eg(q,w) = [dr [ Eg(r,t) e~ ~“Ndt et la transformée de Fourier
(Ja(g,w)) de (Jo(r,t)) par (Jo(q,w)) = [dr [{J(r,t)) e @ Dt on obtient,
par transformation de Fourier de 1’équation (1.20),

(Jal(q,w)) = 0ap(q,w) Ep(q,w). (1.22)

Dans I’équation (1.22), 0, 5(q,w) désigne le tenseur de susceptibilité généralisée
associé a la fonction de réponse définie ci-dessus (formule (1.21)). C’est le tenseur
de conductivité électrique. Il est donné par I’expression

O-O‘B(q’w) = /d(’r‘ — r’)e—iQ-(r —r’)

o0

. N [P
lim d(t — t")eliw=at=t) / (Jo(r", —ih\) o (r t — t'))dX.  (1.23)
0

e—01 Jo

En introduisant 'intégration supplémentaire % [ dr =1, et en effectuant le change-
ment de variables (r,r7 — r’) — (7r,7), on vérifie facilement que 'expression
(1.23) peut se mettre sous une forme équivalente faisant intervenir une fonction
de corrélation des transformées de Fourier de la densité de courant. Ceci conduit
a la formule de Kubo :

1 S 5
rupla,w) = o tim [ drelioor /0 (To(—q, —iBN) Ja(q ) dr. | (1.24)

e—0+ 0

On peut aussi écrire 0,3(g,w) sous la forme équivalente :

1 o A
Oas(g,w) = ¢ lim i dte(“"_e)t/o (Jo(q,0)J5(—q, —t +ihA\)) dX.  (1.25)

e—0+
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2. Formule de Kubo-Greenwood

Dans certains cas, on peut expliciter davantage la formule de Kubo (1.23). En
particulier, il est possible — et commode — d’exprimer la partie réelle de la conduc-
tivité & vecteur d’onde nul, Re o,3(g = 0,w), en utilisant les états électroniques a
une particule.

2.1. Rappels de seconde quantification

Le gaz considéré est un gaz d’électrons, c’est-a-dire de fermions. Si les élec-
trons sont libres, les états propres a une particule sont des ondes planes, définies
par leur vecteur d’onde k;. L’ensemble des électrons peut étre décrit dans une
représentation en nombres d’occupation : on introduit le nombre n; d’occupation
de I’état & une particule |k;). Comme il s’agit de fermions, n; peut valoir soit
0, soit 1. Les opérateurs création et annihilation d’une particule dans 'état |k;)
agissent de la fagon suivante sur I'état [ny...n;...),

(—1)21(1 —’I’LZ‘) |’I’L1 coany + 1),

(—1)E"ni |T'L1 Ny — 1.. .>,

a1|n1nz>

(2.1)

az|n1nz>

avec
Yi=ny+ng+ - +ni_q. (2.2)

On définit les opérateurs champ (création et annihilation de particules au
point ) par

(1) = % S e—kiraf (1),

Wi ) = % S, (1),

ou, plus généralement, si les états propres a une particule sont des fonctions ¢, (1),
par

(2.3)

Wi ) =3 o, (r)af, (1)

(2.4)
V(1) = 3 (), (1)

On a '
ak, (t) = e~ M ay (0), (2.5)

ou les €, sont les énergies des états propres a un électron. Les opérateurs création
et annihilation vérifient les relations d’anticommutation

{ak,,al }+ =6,
{a’ki’akj}+ =0, (2.6)
| —
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2.2. Expression des courants Jj (g = 0,t) et Jy (g = 0, —th\) a P’aide
des états a une particule

Pour exprimer la densité de courant a l'aide des opérateurs champ, on part
de I’équation de continuité (1.15), ou la densité de charges s’exprime comme

p(r,t) = 6¢T("“at)¢(7°at)- (2.7)

La composante a de l'opérateur densité de courant s’écrit donc, a l’aide des
opérateurs champ, sous la forme

e T T r
Jalrt) = - (wr,t) oy et t)zp(r,t)) . (2.8)

La transformée de Fourier spatiale de J,(r,t) est

_iar €l
Ja(qat):/d’l"e a-r % Z

Ki1,ka

0
60,0220, - 0 () ]

(2.9)

A vecteur d’onde nul, il vient :

0
Jo(q=0,t) = /dr% Z [¢;1(T)a¢akTQ(r)allakz d’k (r )¢k (r )ak a }
ki,ke «

(2.10)
Dans les formules (2.9) et (2.10), les opérateurs ail et ak, sont pris a 'instant ¢.
Il est possible d’intégrer par parties le second terme de la formule (2.10). Le terme
tout intégré ne donne aucune contribution, et 'autre terme vient doubler le pre-
mier. On obtient finalement

Ja(q=0,1) = - > (K1 [palka)al (Hax, (1), (2.11)

k17k2

ou p, désigne la composante de I'impulsion selon la direction «, définie par I’'opé-
rateur p, = (h/i)0/0x4. On en déduit, en utilisant la formule (2.5),

e (er —e
Jalg=0,1) = — 3 (Rilpalks) €'k —<2)/% o (0)a, (0),
e (2.12)
Jo(q =0, —ihA) = — > (kalpslka) et~ af (0)ax,(0).
Ks,kq

Notons que les opérateurs J,(gq = 0) et Jz(g = 0) sont hermitiques. Cette
propriété jouera un role crucial dans ce qui suit.
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2.3. Calcul de la partie réelle du tenseur de conductivité a vecteur
d’onde nul

On reporte les expressions (2.12) de J,(0,t) et de Jg(0, —ih\) dans la formule
de Kubo (1.24) pour 04,3(q,w), dans laquelle on fait g = 0. Il vient ainsi :

1 . > w—e 2
0ap(qg=0,w) = = lim ) dt el =)t Z W<k1|pa|k2><k3|pﬁ|k4>

o0+
7 k17k27k35k4

. B
e‘l(e’m_e’“l)t/h(alsamal1ak2>/0 eleha =eha)X g\ (2.13)

Il reste donc a calculer la valeur moyenne a 1’équilibre <al3ak 4al1ak2> =

Z ' Tr (efﬁHOalaak‘lallakQ). Les deux seules possibilités d’avoir un résultat non
nul en moyenne sont k1 = ko, ks = k4 et k1 = k4, ko = k3.

La contribution du terme ki = ko, k3 = k4 contient la somme

Z (ki|palk1)(k3|ps|ks) K, nk,, (2.14)
ki,ks

ol ng, = (aliaki> est le nombre moyen d’électrons dans ’état |k;) a I’équilibre

thermique. Or il n’y a pas de courant a I’équilibre thermique, donc

> (klplk)nk = 0. (2.15)
k
La contribution du terme ki = ks, k3 = k4 est donc nulle.

On tient donc compte uniquement de la contribution du terme ki = ky,
ko = k3. La composante 0,3(q = 0,w) du tenseur de conductivité s’écrit :

0ap(q =0,w) = Velir(ﬁ/ dt el =e)t Z (k1|pa|k2>(k2|p5|k1>(1 — Nk, )Nk,
k1,k2
ei(e"c?E’“l)t/h/ elem—em)A g\, (2.16)
0

L’intégration sur ¢ donne :

li Oodt (iw—e)t 'é(ekl —€k2)t/h _ i s o _ Bl
Jim | dte e Ry sy [w — (ek, — €k,)/P]
(2.17)
Par ailleurs, on a
B —B(eky —€kg) _
/ eleka =€ )A gy — € no 1, (2.18)
0 €ky — €k
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et on vérifie facilement que

(1 — nyge, Y, [e PR =) — 1] =y — my,. (2.19)

Pour établir la formule de Kubo (1.24), nous avons pris, dans les formules
générales, A = Jg et B = J,, opérateurs qui, a vecteur d’onde nul, sont hermi-
tiques. Leurs signatures par renversement du temps sont respectivement €4 = +1
et eg = —1. Cela implique?, en désignant simplement par o,g(w) le tenseur de
conductivité a vecteur d’onde nul,

Tap(w) = —0pa(w) (2.20)

et, en ce qui concerne la densité spectrale correspondante (partie dissipative de la
susceptibilité),

2i€0p(w) = 0ap(w) — 054 (W) = 0ap(w) + 045(w) = 2Reoap(w). (2.21)

Il vient ainsi finalement, pour la partie réelle du tenseur de conductivité a vecteur
d’onde nul,

me?
m2wV

Reoap(w) = > (kulpalke) (k2lpslky) (nic, — 1, )0lhw — (e, — e, )]-

ki,ko

(2.22)
C’est la formule de Kubo-Greenwood. Elle permet de relier la partie réelle de la
conductivité a vecteur d’onde nul — et donc aussi ’absorption optique — a des
transitions entre états stationnaires & une particule.

3. Conductivité d'un gaz d’électrons en présence d’'impuretés

Revenons sur la conductivité d’'un gaz d’électrons en présence d’impuretés,
que nous avons déja calculée? en utilisant ’équation de Boltzmann, écrite dans
I’approximation du temps de relaxation, et linéarisée.

3.1. Temps de relaxation

Soit V() le potentiel créé par les impuretés. Si ce potentiel reste suffisamment
faible, on peut trouver les états électroniques en présence des impuretés a partir des
états électroniques en 'absence de celles-ci au moyen d’un calcul de perturbations.
L’équation aux valeurs propres s’écrit, en présence des impuretés,

(H0+V)|¢ki> :Eki|¢kz’>' (31)

2 Voir le chapitre 19.
3 Voir le chapitre 14.
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Rappelons qu’en "absence des impuretés, I’équation correspondante s’écrit :

On a, au premier ordre en perturbations,

o) = k) + 3 KilVIka) (3.3)

€k, — €k .
k,#k; ki °Ks
Par conséquent, pour k; # ko, et au premier ordre en perturbations,

Vicy ks

Vicy ks
<¢k1 |px|¢k2> = hklxe = h(klm - k2$) Kik

kz_ekl Ekl _€k2 Ekg_ekl

(3.4)

Puisque le hamiltonien électronique est maintenant perturbé par les impuretés, ce
sont ces éléments de matrice entre états perturbés qui doivent étre pris en compte
dans la formule de Kubo-Greenwood.

En reportant cette expression dans la formule de Kubo-Greenwood (2.22)
pour Re 0,,(w), on obtient :

me? Vi, ko |?
Re 0z (w) = — 7 kzk h? (k1p — koz)? ﬁ(nkl — nk,)0[hw — (e, — €k, )]-
1,K2
(3.5)
Notons toutefois que ce calcul perturbatif n’est valable que tant que }V/ hw} <L1:
il n’est donc pas valable a fréquence nulle.

Dans un métal, |ki| et |kz2| sont tous deux proches de kp, ou kr désigne le
module du vecteur d’onde de Fermi. Supposons pour simplifier la surface de Fermi
sphérique. On a alors, # désignant ’angle entre les vecteurs kq et ko,

o 1 2 2k%
k12 — koz|” = §|k1 — ko|” ~ 3 (1 —cos@). (3.6)

Par ailleurs, on a
Tk

1 7 Nk, :fo(le)—f()(EkZ), (37>

ou fo désigne la fonction de Fermi-Dirac. Puisque, dans la formule de Kubo-
Greenwood, €, et e, sont reliés par e, — e, = hw, il vient, pour les valeurs
de hw petites devant ’énergie de Fermi ep,

dfo

w )
Oex ,

fole,) = folex,) = —h (3.8)

soit
folexy) = folexs) = hw 6(ec, — €r). (3.9)
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On obtient finalement

Re 00 () § Ik ) (3.10)
€0pp(W € 1 €F)s :
Vm 202 3 7( k1 k F

ou l'on a défini le temps de relaxation 7(kq) par la relation

1
(k1)

2w
= €Z|W<l’k2|2(1—0080)(5(6k2 — €k, )- (3.11)
ko

On retrouve ici 'expression du temps de relaxation pour la diffusion sur des im-
puretés déja vue au chapitre 14.

2. Conductivité

La partie réelle de la conductivité se calcule facilement grace a la présence de
la fonction delta dans la sommation de la formule (3.5). Il vient :

e? 1 80 S P
%e””(”)_vm%%(@)kz : 5[ — (ki — k). (3.12)

On vérifie facilement que

1 — Rk B, k3,
72 g Olgy (R - k)] =m g = mn,

ol n est la densité du gaz d’électrons. Il vient alors simplement

2
ne
Re 0,4 = ——. 3.13
€ 02z (w) mw?T(ep) (3.13)
Notons que, si I'on réécrit la formule (3.13) sous la forme
2
Re 0 (1) = TR (3.14)

mw?[7(ep)]?’
elle apparait comme la limite pour w7 > 1 d’une formule de Drude généralisée,

Re 0,.(0)

%eom(w) = m,

(3.15)

dans laquelle 7 = 7(ep).
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3.3. Au-dela de Drude : critere de Ioffe-Regel et transport quantique

Le calcul effectué — qui conduit a un résultat classique — n’est toutefois valable
que dans un domaine intermédiaire de fréquences 1/7(er) < w < €r/h. Lorsque
la condition ep7(ep) > h n’est pas vérifiée, des effets proprement quantiques sont
susceptibles d’apparaitre.

Cette condition s’écrit aussi, plus simplement
krpl > 1, (3.16)

ot | ~ likpT(er)/m est le libre parcours moyen élastique* des électrons. La condi-
tion (3.16) est appelée critére de Ioffe-Regel. Lorsque le désordre augmente et que
ce critere n’est plus vérifié, des effets quantiques tels que la localisation faible, due
a des effets d’interférence quantique, apparaissent et modifient profondément les
propriétés de transport du métal. Ces effets sont mis en évidence sur des systemes
de taille intermédiaire, appelés systémes mésoscopiques.

Ce libre parcours moyen est relatif aux collisions des électrons avec les impuretés.
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22. Perturbations non mécaniques

1. Introduction

Dans un fluide, les “forces thermiques” internes peuvent étre produites, soit
par un gradient de température, soit par un gradient de concentration, soit enfin
par un gradient de vitesse moyenne. A la différence des parametres caractérisant
une perturbation mécanique, la température, la concentration ou la vitesse moyenne
locales sont des quantités de nature statistique. Elles caractérisent des modifica-
tions de la fonction de distribution, ou de la matrice densité, ou des états des
réservoirs en contact avec le systéme. C’est pourquoi il ne semble pas possible
d’appliquer directement la théorie de la réponse linéaire — telle que nous I’avons
développée jusqu’a présent — aux états hors d’équilibre produits par des forces ther-
miques et d’obtenir ainsi des formules explicites exprimant les réponses a ces forces.
Il est cependant généralement admis que de telles expressions existent et sont de la
méme forme que celles décrivant les réponses aux perturbations mécaniques. Ainsi,
pour un systeme a 1’équilibre thermique, ces fonctions de réponse s’expriment a
I’aide de fonctions de corrélation canoniques des quantités physiques pertinentes.

2. Production d’entropie a l'intérieur du fluide et hamiltonien de
perturbation équivalent

Nous allons essayer de trouver un hamiltonien de perturbation dont ’appli-
cation soit équivalente — en un sens a préciser — a l'existence au sein du fluide
de gradients de température, de concentration ou de vitesse moyenne. Une telle
approche peut, en quelque sorte, étre qualifiée de mécanique. Ceci ne signifie pas
toutefois que 'on connait en détail les forces mécaniques régissant les processus
considérés : par exemple, les forces mécaniques qui donnent lieu a la conduction
de la chaleur dans un fluide sont tout a fait subtiles.

2.1. Production d’entropie

On considere un systeme hydrodynamique a I’équilibre dans lequel la tempé-
rature et le potentiel chimique sont fixés et valent respectivement 7j et pg. S’il
y a un écoulement, le systeme possede une vitesse moyenne d’ensemble ug. Nous
supposons ici que ce n’est pas le cas : ug = 0. Si le systeme est écarté de ’équilibre,
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mais reste toutefois en équilibre local, il s’y produit des variations locales de la
température, du potentiel chimique et de la vitesse moyenne, ces grandeurs de-

venant respectivement
T(r,t) =Ty + 6T (r,t),

p(r,t) = po + dp(r, t), (2.1)
u(r,t) = du(r,t).

Les processus irréversibles correspondants donnent lieu a une production d’entropie
au sein du fluide. La source d’entropie og a la forme générale

os :ZVFk-Jka (2.2)
k

ou Jj est la densité de courant de la quantité conservée X, et VF} la force
généralisée correspondante.

Pour simplifier, nous ne nous intéresserons pas dans ce chapitre aux effets dis-
sipatifs liés a la viscosité. Nous allons donc établir la forme de la source d’entropie
og en 'absence de viscosité. On part de I’expression

T V() — v () (23)
o0 =Jp.V(=)—JIn.V(= .
S E T N T
ou Jyn et Jg sont respectivement les densités de courant — ou flux — de particules
et d’énergie.

Tout d’abord, introduisant le flux d’entropie T'Js = Jg — puJn et le flux de
chaleur Jg, = T'Jg, on obtient

1 1

Comme nous l’avons vu au chapitre 5 lors de I’étude des effets thermo-
électriques, le flux de chaleur J ainsi défini contient, outre le terme de conduction
de la chaleur, un terme correspondant au transport de la chaleur par convection.
Dans la suite, au lieu de Ji,, nous utiliserons le flux de chaleur Jg = Jo—spT'Jn,
ou s, désigne I'entropie par particule. Le flux Jg ne contient que le terme de
conduction de la chaleur. On a

Jp=Jq+ (p+s,1)JIN, (2.5)
soit encore
Jg = JQ -I-thN, (2.6)

ou h, = p+ s,T désigne 'enthalpie par particule. En fonction de Jg et de Jy, la
source d’entropie og s’écrit
1

1
o5 = JQ.V(T) — JN.TVM + SpTJN.V(

1

-). (2.7)
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Le systeme est supposé en équilibre mécanique. Par suite le gradient de poten-
tiel chimique Vu ne dépend que du gradient de température VT et du gradient
de concentration Vn. En désignant par V,u la partie du gradient de potentiel
chimique qui dépend de Vn, on a donc

Vi=—sVT +Vnpu, (2.8)
ol, par définition,
o
Vo= ——| Vn. (2.9)
on |y
Il vient alors :
1 1
O'SIJQ.V(T) —JN.TVn,u. (2.10)

C’est ’expression de la source d’entropie que nous utiliserons dans la suite de ce
chapitre.

On peut montrer que, lorsque ’on prend en compte les effets dissipatifs liés a
la viscosité, I’expression complete de la source d’entropie dans le fluide est en fait

1 n (8uj 8ui)2’ (2.11)

1

ou 7 est le coefficient de viscosité.

2.2. Introduction d’un hamiltonien de perturbation équivalent

Il s’avere possible — formellement — de décrire un tel systeme de maniere
hamiltonienne, en considérant le fluide au sein duquel se produisent les processus
irréversibles comme un systéme perturbé par un hamiltonien équivalent H;(t),
qu’il s’agit de définir.

Pour cela, on peut procéder a ’aide d’une comparaison avec le cas d’un con-
ducteur perturbé par un champ électrique (perturbation mécanique). Le hamil-
tonien de perturbation s’écrit dans ce cas

H(t) = / o, 1) p(r) dr, (2.12)

ou p(r) est la densité de charges au point r et ¢(r,t) le potentiel électrostatique.
Définissant, comme au chapitre 21,

]lezu/“¢(r,t)p(r)dr, (2.13)

on vérifie que
m:—/Emnﬂmw, (2.14)
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ou J = eJy est la densité de courant électrique.

Revenons a la source d’entropie correspondante og. En présence d’un champ
électrique, le potentiel électrochimique 1z = p + e¢ remplace le potentiel chimique
i dans l’expression générale (2.10) de la source d’entropie. S’il n’y a ni gradient
de température, ni gradient de concentration, cette derniere se réduit a

! E.J 2.15
08§ = T .J. ( . )

Dans ce cas, H; /T est donc 'opposé de la production d’entropie au sein du
systeme :

H = —T/as dr. (2.16)

C’est ce critere que nous proposons d’étendre dans la suite a d’autres cas, non
hamiltoniens, tels que celui d’un fluide perturbé par un gradient de température, de
concentration ou de vitesse moyenne, afin de pouvoir les décrire par un hamiltonien
de perturbation équivalent Hq(t).

2.3. Hamiltonien de perturbation équivalent dans un fluide

Pour décrire un systéme hydrodynamique au sein duquel se produisent des
variations locales de la température, du potentiel chimique et de la vitesse moyenne,
nous proposons de poser

Hi(t) = / ha(r,t)dr, (2.17)

avec

8T (r,t)

hl(’l“, t) = T

le(r,t) — pn(r,t)] + du(r, t)n(r,t) + du(r,t).g(r, t),

(2.18)
oun(r,t), e(r,t) et g(r,t) représentent respectivement les densités locales de par-
ticules, d’énergie et de quantité de mouvement.

Dans un systeme a un seul constituant, le potentiel chimique n’a pas de signifi-
cation physique directe. Il est alors plus approprié d’éliminer le potentiel chimique
local au profit de la pression locale en utilisant la relation thermodynamique

dP = ndu+ (e + P — pn) dTT (2.19)

ou son équivalent local

8T (r,t)

OP(r,t) = néu(r,t) + (e + P — un) T

(2.20)
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Dans les équations (2.19) et (2.20), n, e et P désignent les valeurs d’équilibre
thermodynamique global de la densité de particules, de la densité d’énergie et de
la pression. Compte tenu de I’équation (2.20), on peut alors réécrire hy(r,t) sous
la forme

oT(r,t) e+ P 6P (r,t)

hi(r,t) = — le(r,t) — - n(r,t)] + ~

n(r,t) + ou(r,t).g(r,t).
(2.21)

Il convient maintenant d’examiner la pertinence de la proposition (2.17)-
(2.18) pour H;(t) en montrant qu’elle vérifie effectivement le critere (2.16), autre-
ment dit que H; /T est 'opposé de la production d’entropie au sein du fluide.

La quantité H; est de la forme générale

Hy = — / a(r, 1) A(r) dr. (2.22)

Ls gradients de température, de potentiel chimique ou de vitesse moyenne locales
sont imposés. Chacun de ces gradients est tres directement lié a une force appliquée
a(r,t). Les quantités qui se couplent a ces forces et qui jouent le role de 'opérateur
A(r) dépendent de e(r,t) —un(r,t), n(r,t) et g(r,t). Dans la théorie de la réponse
linéaire pour des perturbations mécaniques, I’évolution de A a prendre en compte
est ’évolution en représentation d’interaction, qui fait intervenir le hamiltonien
non perturbé. Les quantités e(r,t) — un(r,t), n(r,t) et g(r,t) évoluent selon les
équations de 1’hydrodynamique!,

On(r.1) + %V.g(r,t) =0,

ot
w + VjPij(r,t) = 0, (2-23)
de(r,t) B
ot + V.JE(T‘,t) =0,

ou P;j(r,t) désigne le tenseur des pressions et Jg(r,t) le flux d’énergie. Sous leur
forme linéarisée, valable pour des fluctuations de faible amplitude, la densité de
quantité de mouvement et le tenseur des pressions s’écrivent respectivement

g(r,t) = mnu(r,t), (2.24)

0Uj auz 2 Bul

Pij(r,t) = P(r,t)bi; — 77[(%. oz, 3%,
i j

. (2.25)
Quant au flux d’énergie, il s’écrit

Je(r,t) =[(e+ P)/mn)lg(r,t) + Jo(r,t) = [(e + P)/mn)]|g(r,t) — kNVT(7,1),
(2.26)

L [rutilisation des équations de 'hydrodynamique suppose des variations lentes dans 1’espace
et dans le temps (limite hydrodynamique).
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ou k désigne la conductivité thermique.

Pour simplifier, nous allons poursuivre I’étude en traitant séparément le cas
d’un gradient de température et celui d’un gradient de concentration. Nous mon-
trerons que la relation (2.16) entre H; et la source d’entropie est effectivement
vérifiée dans I'un comme dans l'autre de ces deux cas.

Ensuite, en partant de l'expression (2.17)—(2.18) de H;(t) adaptée, soit au
cas d'un gradient de température, soit au cas d’un gradient de concentration, nous
utiliserons la théorie générale de la réponse linéaire pour calculer les coefficients
de transport correspondants, conductivité thermique ou coefficient de diffusion.
On aboutit ainsi a des formules de Kubo permettant d’exprimer ces coefficients de
transport a l'aide de fonctions de corrélation a I’équilibre appropriées.

3. Conductivité thermique

Supposons qu’un gradient de température soit appliqué au sein d’un fluide
selon la direction 3 et cherchons la valeur moyenne de la composante Jg, sur
laxe o du courant de chaleur. Le hamiltonien équivalent H;(t) s’écrit pour ce
probleme :

Hi (1) :/w[e(r,t)— e_zpn(r,t)] dr. (3.1)

3.1. Vérification de la pertinence du hamiltonien équivalent

Vérifions tout d’abord la relation (2.16) entre H; et la source d’entropie. En
revenant & la définition de H; et en utilisant les équations de conservation (2.23),
on obtient

_ 6T(r,t) e+ P
Hl—_/TV-[JE_ - g} dr, (3.2)
c’est-a-dire ST(r.t
o= / # v.Jgdr. (3.3)

Dans I’équation ci-dessus, l'intégrale sur  se met sous la forme suivante :

/6T(r,t) [V.Jg(r)|dr = /V.[&T(fr, t) Jo(r)|dr — /JQ(T).VéT(r, t)dr.
(3.4)
Le premier terme de I’équation ci-dessus peut étre transformé en intégrale de sur-
face du flux 6T (r,t) Jg. Si 'on considere que le gradient de température s’annule
sur la surface, ce terme est nul. On obtient alors

H, = —T/JQ.V(%)dr, (3.5)

ce qui vérifie ’équation (2.16) avec ’expression appropriée de la source d’entropie.
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3.2. Formule de Kubo pour la conductivité thermique

Apres avoir ainsi identifié le hamiltonien de perturbation équivalent Hi(t)
pour ce probleme, on peut appliquer la théorie de la réponse linéaire avec
A = Jop(r) et B = Jga. La fonction scalaire a(r,t) (force appliquée) est ici
a(r,t) = —(1/T)VgéT'(r,t). Pour calculer la valeur moyenne du courant de
chaleur B = Jg,, on écrit :

1 t
(JQa(r,t)) = — /dr// Xpa(r — vt —t')VgsT(r', ') dt'. (3.6)

En exprimant la fonction de réponse xpa(r — r',t —t') & l’aide de la fonction de
corrélation canonique de Kubo, il vient :

1 ! g
(Jaalr, 1)) = / dr’ / d’ /0 (Jos(r',—ihA)Jaa(r,t — ) V58T (r', ') dA.
(3.7)
Définissant la transformée de Fourier (Jg(g,w)) de (Jo(r,t)) par (Jo(q,w)) =
[dr [{Jg(r,t)) e @7 =) dt on obtient, par transformation de Fourier de 1’équa-
tion (3.7),
(JQa(q,w)) = —kap(q,w) V6T (q,w). (3-8)

Dans 'équation (3.8), kap(q,w) désigne le tenseur de susceptibilité généralisée
associé a la fonction de réponse définie ci-dessus. C’est le tenseur de conductivité
thermique. De maniere analogue a ce qui a été fait pour la conductivité électrique
au chapitre 21, on vérifie que

1 > . B
ﬂaﬁ(q,W)Zﬁeli%l+ i dte(“"_e)t/o (Jga(q,0)Joa(—q, —t + ihX)) d.

3.9)

La formule (3.9) pour la conductivité thermique, qui permet d’exprimer celle-
ci a ’aide d’une fonction de corrélation a 1’équilibre des transformées de Fourier
de la densité de courant de chaleur, est du méme type que la formule de Kubo
pour la conductivité électrique (formule (1.24) du chapitre 21). Il faut cependant
souligner que la formule (3.9) n’est démontrée que dans la limite hydrodynamique
des petites fréquences et des petits vecteurs d’onde, w — 0,q — 0.

4. Coefficient de diffusion

Supposons qu'un gradient de concentration soit appliqué au sein d’un fluide
dans la direction 3 et cherchons la valeur moyenne de la composante Jy,, sur l'axe
a du courant de particules. A température donnée, le potentiel chimique est fixé
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par la densité de particules. Le gradient de concentration produit donc un gradient
de potentiel chimique. On a :

op(r,t) = On

=5, on(r,t). (4.1)

T

Le hamiltonien équivalent Hy(t) s’écrit pour ce probleme:

Hy() = / Spu(r, tyn(r. 1) dr. (4.2)

4.1. Vérification de la pertinence du hamiltonien équivalent

Vérifions tout d’abord la propriété (2.16). En revenant & la définition de H;
et en utilisant les équations de conservation (2.23), on obtient

. 19
H=——2"

m On

/6n(r,t)V.g dr,
T

soit, a 'aide du courant de particules Jy = (1/m)g,

. o
=2t
! on

/6n(r, t)V.Jy dr. (4.3)
T
Dans I’équation ci-dessus, I'intégrale sur r se met sous la forme suivante :

/5n(r,t) [V.Jn]dr = /V.[(Sn(r,t) JIn(r)] dr—/JN(r).V(Sn(r,t) dr. (4.4)

Le premier terme de I’équation ci-dessus peut étre transformé en intégrale de sur-
face du flux én(r,t) Jy. Sil’on considere que le gradient de concentration s’annule
sur la surface, ce terme est nul. On obtient alors

=2 / Ty Vén(r,t) dr, (4.5)
on |
soit encore
B = / TV 8u(r, ) dr. (4.6)

ce qui vérifie ’équation (2.16) avec ’expression appropriée de la source d’entropie.

4.2. Formule de Kubo pour le coefficient de diffusion

Apres avoir ainsi identifié le hamiltonien de perturbation équivalent Hq(t)
pour ce probleme, on peut appliquer la théorie de la réponse linéaire avec
A = Jng(r) et B = Jno. La fonction scalaire a(r,t) (force appliquée) est ici
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a(r,t) = —0u/on| - Vén(r,t). Pour calculer la valeur moyenne du courant de
diffusion B = Jna, on écrit :

t
(INa(T,t)) = 9k /dr’/ xpa(r —r' t —t')Vgén(r' t'). (4.7)
on|r o

En écrivant la fonction de réponse xYpa a l'aide de la fonction de corrélation cano-
nique de Kubo, il vient :

0 ! 7
(Tnalr 1)) = o0 / dr’ / ' /0 (Tns(r's —ihA) e (s =))W 560 (r, £)d.
T —00
(4.8)
Définissant la transformée de Fourier (Jyn(q,w)) de (Jn(r,t)) par
(In(q,w)) = [dr [{Ix(r,t))e @7 “!)dt, on obtient, par transformation de
Fourier de I’équation (4.8),

(Ina(q;w)) = =Dap(q,w) Vsén(q,w). (4.9)

Dans I’équation (4.9), D,g(q,w) désigne le tenseur de susceptibilité généralisée
associé a la fonction de réponse définie ci-dessus. C’est le tenseur de diffusion. On
vérifie que

10

1L
Daﬂ(q»w) = Von

o0 , s
lim / dt eliw—t / (Ina(q@,0)Ing(—q, —t +ihN)) dA.
0 0

T e—0t

(4.10)
La formule (4.10) est la formule de Kubo pour la diffusion : elle permet de cal-
culer le tenseur de diffusion a partir de la fonction de corrélation a 1’équilibre des
transformées de Fourier des densités de courant. Elle n’est démontrée ici que dans
la limite hydrodynamique des petites fréquences et des petits vecteurs d’onde,
w— 0,q — 0.

4.3. Relation d’Einstein

Le calcul ci-dessus permet par exemple d’obtenir le tenseur de diffusion des
électrons dans un semiconducteur ou dans un métal. En géométrie unidimension-
nelle, ce tenseur se réduit a un seul élément, le coefficient de diffusion.

Dans la limite {g = 0,w = 0}, on peut comparer le coefficient de diffu-
sion et la conductivité correspondante. En posant ¢ = lim,_.olimg_o o(q,w) et
D = lim,,_,¢ limq_o D(q,w), on vérifie facilement, a partir des formules de Kubo
correspondantes (formule (1.24) du chapitre 21 pour o(g,w) et formule (4.10) ci-
dessus pour D(q,w)), la relation déja obtenue au chapitre 4 dans le cadre de la
thermodynamique des processus irréversibles :
D 1 0u

=@ onl, (4.11)
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On introduit ici habituellement la mobilité de dérive up des électrons, telle que
0 = nepp. La relation (4.11) prend alors la forme

= =Z2E (4.12)

LK (4.13)

ol k désigne la constante de Boltzmann. C’est la relation d’Einstein, que nous
retrouverons encore une fois lors de ’étude du mouvement brownien.
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23. Diffusion des neutrons

1. Introduction

La théorie de la réponse linéaire fait apparaitre le role central joué par les fonc-
tions de corrélation dans le calcul des coefficients de transport. Nous allons, dans ce
chapitre et dans le suivant, indiquer comment on peut accéder expérimentalement
a certaines de ces fonctions de corrélation. Nous nous intéressons tout d’abord a
la mesure par diffusion des neutrons de la fonction d’autocorrélation de la densité
des particules dans un solide ou dans un liquide.

Les neutrons constituent une sonde tres fine d’étude de la matiere condensée,
solide ou liquide. Dans l'interprétation théorique des expériences de diffusion des
neutrons, ce sont les propriétés physiques et chimiques de la cible qui interviennent,
sans distorsion de celles-ci par les neutrons.

2. Calcul de la section efficace de diffusion des neutrons

L’énergie hw et la quantité de mouvement hq des neutrons sont reliées par

2 2
P = L4 (2.1)

2m

otl m est la masse des neutrons. A température ambiante, lorsque hw est com-
parable a I’énergie thermique kT, la longueur d’onde A associée aux neutrons est
approximativement égale & 2A: elle est donc de ordre de la distance entre atomes
proches voisins.

Dans un événement typique de diffusion, un neutron de quantité de mouve-
ment hq, et d’énergie hw, est diffusé dans un angle solide df). Si la quantité de
mouvement et I’énergie du neutron apres ’événement sont hqs et hwo, les lois de
conservation de I’énergie et de la quantité de mouvement s’écrivent

hw = By — By = h(w — wy) = hw;a,

(2.2)
hq = hqi — hqa,
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ol E; et E5 sont les énergies initiale et finale de la cible. La probabilité par unité
de temps de la transition |1,q1) — |2, q2), ou |1) et |2) sont les états initial et final
de I’échantillon, est donnée par la regle d’or de Fermi. On a :

2
Wio = =2, @2l VilL @) 6(hw — huna). (2:3)

Dans ’équation (2.3), V; représente la perturbation, c’est-a-dire l'interaction en-
tre le neutron et I’échantillon. La section efficace différentielle partielle, pour la
diffusion dans I’angle solide df) et dans un domaine d’énergie défini par hdw, est
calculée en moyennant sur tous les états initiaux |1) avec leurs poids statistiques
p1 ~ exp(—(E;), en sommant sur tous les états finals |2) compatibles avec la
conservation de I’énergie, en multipliant par la densité d’états finals du neutron,
c’est-a-dire par
dqs @3dgxdQ m dS)
= = Shgdw _—,
(2m)®  (2m)®  A® (2m)?

et en divisant par le flux fg; /m de neutrons incidents. On obtient ainsi

(2.4)

d*o _qg( m

2

{11} {12}

La section efficace différentielle est obtenue en intégrant sur dw :

dQ / dew (26)

La structure et la dynamique de I’échantillon interviennent dans le calcul de
la section efficace via le couplage entre le neutron et les noyaux atomiques. Nous
ne considérons ici que le couplage dii aux forces nucléaires!. Les forces nucléaires
étant a tres courte portée, le potentiel d’interaction correspondant peut étre écrit
de maniere approchée comme une somme de potentiels en fonction delta :

_2 h?
T Z bl T — ’f‘l (27)

Dans I’équation (2.7), N désigne le nombre total de noyaux et la quantité b; est
la Iongueur de diffusion® du noyau [. Le neutron incident est représenté par une
onde plane de vecteur d’onde q; ; dans ’approximation de Born, le neutron diffusé

Nous ne traitons pas ici de l'interaction magnétique entre les neutrons et des atomes
magnétiques.

2 Pourla plupart des noyaux, b; est positif. Ce parametre peut cependant parfois étre négatif.
Il dépend de la variété isotopique et de 1’état de spin du noyau.
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est représenté par une onde plane de vecteur d’onde go. L’élément de matrice
intervenant dans la probabilité de transition (2.3) est

2, @Vill >—@<2|§bex (iq.r)|1) (2.8)
,q2|Vi|ll,q1) = m ! pltq.r; 9 .

1=1
ou hq est le transfert de quantité de mouvement défini dans I’équation (2.2).

2.1. Cas ou tous les noyaux ont la méme longueur de diffusion

C’est le cas le plus simple a traiter. Il se produit lorsque les noyaux appar-
tiennent a la méme variété isotopique et sont dans le méme état de spin. La densité
des noyaux au point r a 'instant ¢ est

n(r.t) =Y _6(r— (1)), (2.9)
et sa transformée de Fourier est

n(g, 1) = / e (e ) dr = 3 exp(—ig.r(t)). (2.10)

=1

L’expression (2.5) de d?0/dQddw s’écrit, en appelant b la valeur commune de la
longueur de diffusion des noyaux,

2
o QQQ 2 5
i~ {%%pl (2/n(~q, 0)|1)[> 8(w — wrz). (2.11)

En utilisant la représentation intégrale de la fonction delta, 6(w) = % | fooo et dt,
il vient :

d20' _ b Q2 Z Zpl/ 2|n 0)|1>|2€iwt e—iwlgt dt. (212)
o 27 g (p 2y /===

On vérifie facilement que
e 12! (2ln(—q, 0)[1)[* = (1|n(g, 1)[2)(2|n(~q, 0)[1). (2.13)

En effectuant la sommation sur les états initiaux et sur les états finals de la
cible, il vient :

d*o @ 1 [~ iw
0 =p? = o 2m (n(q,t)n(—q,0)) ™" dt. (2.14)
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On écrit

d’o q

olt S(q,w) est le facteur de structure dynamique, défini par3

_ 1 > o iwt
Se) =5y [ _n(@0n(-a.0)e ar (2.16)
On a )
S(q,w) = 2—/d7’eiq'r /dtei“’t G(r,t), (2.17)
7r

ou G(r,t) est la fonction de distribution de van Hove, définie par

G(r,t) / r +r,t)n(r’,0)) dr’, (2.18)
N
soit

G(r,t) = %; lz_:l / S[r' + 7 —ri(8)]6[r" — 7 (0)]dr"). (2.19)

2.2. Cas ou les longueurs de diffusion ne sont pas toutes identiques

Si les longueurs de diffusion b; ne sont pas toutes identiques, on doit en tenir
compte en calculant la quantité

legtl 2|Zbezqu|1 1|Zbeﬂq”(t)|2 2|Zbl,ezqu/|1 (2_20)

'=1

qui intervient dans l’expression de la section efficace différentielle partielle
d*c/dQdw. 11 est utile ici d’effectuer une moyenne statistique des longueurs de
diffusion sur les variétés isotopiques présentes dans I’échantillon ainsi que sur les
états de spin des noyaux. Nous représenterons cette moyenne statistique par la
notation —. On a

=02, by =bby=b, (2.21)

ol1 b et b2 représentent donc respectivement les moyennes de la longueur de diffu-
sion et de son carré. Apreés moyenne statistique sur les b;, la quantité (2.20) peut
étre mise sous la forme de la somme

N
“ (1 Ze_lq "102)(2] Z ST L) 4 (B2 — ) (1] e ®]2) (2] 1),
I'=1 =1
(2.22)

3 Noter que cette définition différe par un facteur 1/(2wN) de celle donnée au chapitre 16.
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La section efficace différentielle partielle apparait ainsi comme la somme de
deux contributions, dites, I'une, cohérente, et 'autre, incohérente,

d%o d%c d?o
= — ). 2.2

dQdw (dew)COh- + (dew)lm’ (2.23)

avec e
o 72 42
(==—).., =b = NS(q,w),

coh.

dQdw 0 (2.24)

d*o N
. - b2 - b - NSS I .
Dans les équations (2.25), S(q,w) est le facteur de structure dynamique défini
ci-dessus (formule (2.16)) et Ss(q,w) est le facteur de structure dynamique in-
cohérent. Cette quantité est de la forme

1 , .
Ss(q,w) = o /dr e "ar /dte“"t Gs(r,t), (2.25)

ou G4(r,t) est la fonction de distribution définie par
1
Gulrt) = ([ ol v~ m(®)elr” = ri(0)] ). (2.26)

Tandis que dans le facteur de structure dynamique S(q,w) — et dans la fonc-
tion de distribution de van Hove G(r,t), toutes les paires sont concernées, dans
le facteur de structure dynamique incohérent Ss(q,w) — et dans la fonction de
distribution G4(r,t), on ne prend en compte que les corrélations relatives & une
particule unique, dont on suit I’évolution au cours du temps?.

3. Facteur de structure statique et facteur de structure dyna-
mique : discussion

La section efficace différentielle partielle pour la diffusion des neutrons est
proportionnelle au facteur de structure dynamique S(q,w), lui-méme relié a la
fonction de distribution de van Hove G(r,t) par ’équation (2.17). Cette derniere
quantité est définie par la formule (2.19), dans laquelle l'intégration sur r’ ne
s’effectue trivialement que si les opérateurs position 7;(t) et 7,/ (0) commutent.

3.1. Facteur de structure statique et fonction de distribution radiale

En mécanique quantique, & un instant ¢ quelconque, les opérateurs r;(t) et
r1(0) ne commutent pas. En revanche, a l'instant ¢ = 0, les opérateurs r; et ry

4 Cest la raison pour laquelle la fonction de distribution correspondante est notée G(r ,t) :
cette désignation vient de ’anglais ou Gs(r ,t) est dite fonction de distribution “self”.
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commutent pour tout [ et tout I’. Ceci permet d’effectuer I'intégration sur ' dans
la formule (2.19). En séparant la contribution des termes pour lesquels [ = {" de
celle pour lesquels [ # I’, on obtient pour la fonction de distribution de van Hove
a l'instant t = 0 I’expression

G(r,0) = 8(r) + 1 303+ (0 = mON) (3.1)

;

~r

que 'on écrit

G(r,0) =6(r) +ng(r), (3.2)

oun = (n(r,t)) est la moyenne de la densité.

Dans ’équation (3.2), la quantité g(r) est la fonction de distribution a deux
particules, qui mesure les propriétés statiques du systeme. Si celui-ci est homogene
et isotrope, g(r) est appelée fonction de distribution radiale et notée simplement
g(r). La quantité 4mwr?ng(r) dr représente la probabilité de trouver une particule
a une distance comprise entre r et r + dr d’une particule située a l’origine des
coordonnées. Dans le cas ou les atomes n’interagissent que par des potentiels de
paire, les propriétés thermodynamiques du systeme peuvent se déduire de la fonc-
tion de distribution radiale, qui joue pour cette raison un role central en physique
des fluides monoatomiques. La courbe donnant ses variations en fonction de r
présente une succession de pics et de creux. Dans un liquide monoatomique, elle
présente typiquement ’allure ci-dessous (Fig. 1). Dans un solide cristallin, g(r)
est constituée par une succession de pics fins, caractérisant les diverses couches de
voisins d’un atome donné.

Pour les processus élastiques, dans lesquels I’échange d’énergie avec la cible est
négligeable, le module du vecteur d’onde ne change pas au cours du processsus de
diffusion, et on a g2 = ¢; . La formule (2.15) donnant la section efficace différentielle
partielle s’écrit alors simplement

d?o

1.2
o = U NS(a.w). (3.3)

Par intégration sur dw, on obtient alors la section efficace différentielle :

3—; = b2N / S(q,w)dw = b*NS(q). (3.4)

La quantité S(q), définie ci-dessus, est le facteur de structure statique. Dans le cas
d’un systéme homogene, S(q) est relié directement a la transformée de Fourier de
g(7). On a en effet,

S(a) = 1 (n(a) n(~a). (35)
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Fig. 1. Fonction de distribution radiale de I’argon liquide prés du point triple

soit
N N N N
:lz —zquezqu/ =14 — ZZ —iq.(r;— rl/ (3.6)
N =110=1 =1 ll;:é:lL
On a donc
S(@)=1+n / e T g dr, (3.7)
et, inversement,
1 i
ng(r) = n)? /e 9T 1S(q) — 1] dq. (3.8)

3.2. Facteur de structure dynamique et fonction de distribution de
van Hove

Nous nous placons ici dans le cas classique. L’intégration sur r’ dans la formule
(2.19) donnant la fonction de distribution de van Hove peut étre effectuée a tout
instant ¢. Il vient ainsi

G(’I‘,t) = i, = % Z Z 5 + ’l"l/ — ’I“l(t)]>, (39)

=10=1
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ou n = (n(r,t)). La fonction G(r,t) se sépare de nouveau naturellement en deux
termes, désignés par® Gs(r,t) et Gq(r,t),

G(r,t) = Gs(r,t) + Ga(r, 1), (3.10)

avec

(3.11)

L’interprétation physique de la fonction de van Hove est la suivante : la quan-
tité G(r,t)dr est proportionnelle & la probabilité de trouver une particule ! dans
une région dr autour du point r a I'instant ¢, étant donné qu’il y avait une parti-
cule I” a I'origine a I'instant ¢ = 0. La distinction entre parties “self” et “distincte”
de la fonction de distribution correspond aux cas I =1’ et [ # I’. Pour des systémes
homogenes et isotropes, Gs(7,t) et G4(r,t) sont toutes les deux fonctions de r.

La normalisation de G(r,t) et de G4(r,t) s’écrit de la fagon suivante :

/Gs(r,t) dr =1,

(3.12)
/Gd(r,t) dr =N — 1.

Ces résultats sont valables a tout instant ¢ et représentent la conservation du nom-
bre total de particules. En faisant varier la composition isotopique de 1’échantillon,
il est possible de mesurer séparément les sections efficaces cohérente et incohérente,
et donc de séparer G¢(r,t) et G4(r,t). Si la longueur de diffusion b est la méme
pour tous les noyaux, la diffusion est purement cohérente. Certains éléments, par
exemple le rubidium, sont principalement des diffuseurs cohérents, tandis que la
diffusion par les protons est essentiellement incohérente.

Le facteur de structure dynamique S(q,w) donne acces au spectre des phonons
de I’échantillon.

5 (Ces indices viennent de I’anglais : comme indiqué ci-dessus, G(r ,t) est la fonction “self”,
tandis que G4(r ,t) est la fonction “distincte”.
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24. Diffusion de la lumiere par un fluide
normal

1. Introduction

Quand un rayon de lumiere monochromatique traverse un milieu dense, trans-
parent, une partie de la lumiere est diffusée, puisque la densité n’est pas uniforme.
Or des fluctuations de densité “gelées” ne sont pas possibles dans un fluide. La
lumiere diffusée par les fluctuations de densité dans un fluide présente donc un
spectre de fréquences caractéristique de leur dépendance en temps.

Nous considérons ici un fluide normal'. Nous étudions le régime hydrody-
namique, qui prévaut lorsque le systeme, apres beaucoup de collisions, a atteint
un état d’équilibre thermodynamique local.

2. Les équations linéarisées de I'hydrodynamique

Dans le régime hydrodynamique, le fluide est dans un état d’équilibre local.
Si g et w sont respectivement un vecteur d’onde et une fréquence typiques des
modifications du milieu, la limite hydrodynamique est celle des excitations de
grande longueur d’onde et de basse fréquence, telles que

ql < 1, wt L 1. (2.1)

Dans ’équation (2.1), [ représente le libre parcours moyen d’une molécule et 7
le temps de collision. Dans un liquide dense, le domaine de validité du régime
hydrodynamique est tres large. En effet, le libre parcours moyen est de 1'ordre de
la portée des forces interatomiques, soit quelques A, et le temps de collision, que
I’on peut estimer par des arguments comparables, est lui aussi tres petit, de I'ordre
de 10712 s, sauf aux températures tres basses ot les liquides gelent. Dans un gaz,
le domaine de validité des expressions hydrodynamiques se rétrécit, puisque [ et 7
sont beaucoup plus grands que dans un liquide.

Par normal, nous entendons isotrope, formé de molécules & symétrie sphérique, non chargé
et non superfluide.
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Dans le régime hydrodynamique, le fluide est completement décrit par les
valeurs locales des grandeurs thermodynamiques. Dans les équations hydrody-
namiques apparaissent deux sortes de parametres, les dérivées thermodynamiques
d’une part, et les coefficients de transport tels que la viscosité et la conductivité
thermique d’autre part. Pour exprimer ces derniers, il faut utiliser une théorie
plus microscopique que ’hydrodynamique. Lorsque les amplitudes des écarts a
I’équilibre ne sont pas trop grandes, nous disposons d’une telle théorie : c’est la
théorie de la réponse linéaire.

Dans une premiere étape, nous allons donc écrire les équations linéarisées de
I’hydrodynamique. En désignant respectivement par n(r,t), g(r,t) et e(r,t) la
densité de particules, la densité de quantité de mouvement et la densité d’énergie,
les équations de I’hydrodynamique s’écrivent, de maniere générale,

on(r,t) 1 B

T + Ev.g(’l‘,t) =0, (2.2)
Bgi(r,

% + V;Py(r,t) =0, (2.3)
% V. Ip(r,t) =0, (2.4)

ou P;; désigne le tenseur des pressions et Jg le flux d’énergie. Ces équations sont
des équations de conservation : il y a ainsi cinq équations associées aux variables
locales conservées, la densité de particules, les trois composantes de la densité
de quantité de mouvement, et la densité d’énergie. Ces équations sont micro-
scopiquement exactes, mais ne forment cependant pas une théorie complete. 11
est nécessaire de leur adjoindre des équations constitutives macroscopiques. Sous
leur forme linéarisée, valable pour des fluctuations de faible amplitude, la densité
de quantité de mouvement, le tenseur des pressions et le flux d’énergie s’écrivent
respectivement :

g(r,t) = mnu(r,t), (2.5)

ou;, Ou; 2. Oy
Pz" ,t =P ,téi-— —J—{— Z——(SZ"—, 2.6
J(r8) = Prut)8; —nlg + 52t = 2,521 (2.6
Jg = (e+ P)u(r,t) — kVT(r,t). (2.7)

Dans les équations ci-dessus, 77 et k désignent la viscosité et la conductivité ther-
mique. Par ailleurs, n, e et P désignent les valeurs d’équilibre thermodynamique
(global) de la densité de particules, de la densité d’énergie et de la pression.

On peut bien sur interpréter les équations ci-dessus, soit comme les équations
d’évolution des quantités physiques concernées, soit comme les équations d’évo-
lution des fluctuations de ces quantités par rapport a leurs valeurs d’équilibre
global. La pression et la température qui interviennent dans les relations ci-dessus
ne sont pas indépendantes des autres variables thermodynamiques. Choisissant
comme variables thermodynamiques indépendantes la densité de particules et
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la densité d’énergie, on peut, compte tenu de I'hypothese d’équilibre thermody-
namique local, écrire

oP oP
OP(r,t) = o eén(r,t) - e née(r,t), .
8T (r,t) = g—z; on(r,t) + 88_7; be(r,t).

Le systeme d’équations est maintenant fermé : nous disposons de cing équations
couplées pour les cing densités de particules, de composantes de quantité de
mouvement et d’énergie. Ces équations contiennent des coefficients qui restent
indéterminés : ce sont les dérivées thermodynamiques et les coefficients de trans-
port (viscosité et conductivité thermique).

Compte tenu des équations constitutives linéarisées, les équations de ’hydro-
dynamique s’écrivent sous la forme

on(r,t) 1 B
4815 + EV.g(r,t) = 0, (29)
9g(r, 1) U N o2 _
5 + VP(r,t) 3mnV(V.g(r, t)) mnv g(r,t) =0, (2.10)
de(r,t) e+ P 9 B
9 + . V.g(r,t) — VT (r,t) =0. (2.11)

3. Les fluctuations transverses

Pour simplifier la résolution des équations ci-dessus, il est commode d’éliminer
les conditions aux limites en considérant un milieu infini et en effectuant une
transformation de Fourier spatiale. Le probleme se réduit alors & un probleme de
conditions initiales.

L’équation pour la quantité de mouvement se sépare en une partie longitudi-
nale et une partie transverse. On peut en effet écrire

g(r,t)=gr(r,t) + gr(r,t), (3.1)

avec

V xgr=0  V.gr=0. (3.2)

Désignons par g(q,t) la transformée de Fourier? de g(r,t). On a, par définition,

g(q,t) = /e_iq‘r g(r,t)dr. (3.3)

2 Pour simplifier, nous gardons la méme notation pour la densité de quantité de mouvement
g(r,t) et pour sa transformée de Fourier g(q,t).
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Clairement, les transformées de Fourier gr.(q,t) et gr(q,t) de gr(r,t) et gr(r,t)
désignent respectivement les composantes parallele et perpendiculaire & q de g(q, t).

On vérifie facilement que gr(r,t) obéit a ’équation

dgr(r,t) 1 oo _ 3.4
o mnv gr(r,t) =0. (3.4)

Certes, la composante transverse de la densité de quantité de mouvement n’est pas
la quantité qui nous intéresse au premier chef. Cependant, son équation d’évolution,
étant découplée de celles des autres quantités hydrodynamiques, est plus facile a
analyser. Nous pouvons donc, en commencant par I’étude de cette quantité, intro-
duire quelques idées générales qui seront utiles par la suite.

L’équation (3.4) est une équation de diffusion, avec un coefficient de diffusion
transverse D = n/mn. Apres transformation de Fourier spatiale, elle devient

ogr(q,t) L

R — 2 —
5 4 gr(q,t) =0. (3.5)

3.2. Variables lentes

L’équation (3.5) montre que les composantes de Fourier spatiales de grande
longueur d’onde de g7 (7, t) sont des variables lentes. Un argument physique simple
permet de le comprendre. Soit une fluctuation de gr(r,t) de longueur d’onde A.
Pour la faire relaxer, c’est-a-dire disparaitre, les atomes ou les molécules du liquide
doivent diffuser sur une longueur d’ordre \. Plus A est grand, plus le temps de
relaxation correspondant est long. D’apres ’équation (3.5), le temps de relaxation
d’une fluctuation de vecteur d’onde q est

1

TR(q) = n (36)

mn
Pour faire disparaitre une fluctuation de vecteur d’onde g, les particules doivent
diffuser sur une longueur A ~ 1/q, ce qui exige un temps Tr(q) tel que

Dy Tr(q) ~ q% (3.7)

Cette propriété est générale : dans tous les systemes ol existent des variables
conservées, les densités de ces variables varient lentement.
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3.3. Résolution de I’équation de diffusion

Supposons qu’a l'instant t = 0, il existe dans le fluide une fluctuation de
quantité de mouvement transverse gr(q,t = 0), et cherchons la fluctuation g (g, t)
a un instant ¢ > 0. C’est un probleme de conditions initiales, que ’on peut résoudre
en posant

gr(g,z) = /000 ar(q,t) et dt. (3.8)

La transformation ci-dessus est une transformation de Fourier unilatérale (ou
transformation de Fourier-Laplace)®. On déduit de 1’équation (3.5) :

1
gr(q;2) = ——— 9r(q,t = 0). (3.9)
—12+ —¢q
mn
Le processus de diffusion se traduit mathématiquement par ’existence d’un pole,
dit pole de diffusion, de gr(q,z). Ce poéle est situé sur I'axe imaginaire, dans le

demi-plan inférieur, et a pour affixe
N 2

29 = —i—— ¢* = —iDrpq>. (3.10)
mn

On peut revenir a gr(q, t) par transformation de Fourier-Laplace inverse. On a

1 :
gr(q,t) = o /gT(q,Z) e " dz, (3.11)
soit . ( 0)
gT q7 —zt
t) = — —_— d 12

ou l'intégration doit s’effectuer sur une parallele a ’axe réel, située au-dessus de
tous les poles. Ici cette droite est d’ordonnée strictement positive. Pour t > 0,
on referme le contour d’intégration par un demi-cercle dans le demi-plan inférieur

(Fig. 1).

Fig. 1. Contour d’intégration pour le calcul de gr(q,t)

3 De méme, nous gardons la méme notation pour g(q,t) et pour sa transformée de Fourier-
Laplace g(q,z).
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Le théoreme des résidus donne immeédiatement :
gr(q,t) =e P gr(q.t=0), t>0. (3.13)

Si, initialement, la fluctuation est concentrée a ’'origine, c’est-a-dire si

gr(r,t=0)=gré(r), (3.14)
on a
gr(q,t =0) = gr, (3.15)
et, a un instant ¢t > 0,
gT(q’ t) =dgr eiDTq t? (316)

d’ou l'on déduit

7“2

4Dt

gr(r,t) = gr (4mDrt) ™2 exp|— l,  t>0. (3.17)

L’étalement est gaussien, ce qui est caractéristique d’un processus de diffusion?.

Le temps de relaxation Tr de la variable hydrodynamique gr(q,t) est beau-
coup plus long que le temps de collision 7. Dans un liquide, il y a un grand nombre
de canaux disponibles, grace auxquels un degré de liberté arbitraire peut relaxer
apres une excitation initiale. La plupart de ces degrés de liberté relaxent en un
temps court, déterminé par les interactions microscopiques. Le degré de liberté
décrit par gr(r,t) est particulier, car la quantité de mouvement est une variable
conservée. Autrement dit, un exces local de cette quantité ne peut disparaitre lo-
calement — ce qui pourrait avoir lieu rapidement, mais doit se répandre dans tout
le systeme. Par exemple, une fluctuation sinusoidale de quantité de mouvement ne
peut relaxer qu’en transportant de la quantité de mouvement d’une région ou elle

est en exces vers une région ou elle est déficitaire, c’est-a-dire sur une distance de
l'ordre de A\/2.

4. Les fluctuations longitudinales

Les équations d’évolution de la densité de particules, de la composante lon-
gitudinale de la densité de quantité de mouvement et de la densité d’énergie sont
des équations couplées :

0 t 1
M + EV.gL(r,t) =0, (4.1)

4 On aurait pu bien siir ici résoudre directement l’équation (3.5) — et obtenir le résultat
(3.13) — sans passer par la transformation de Fourier-Laplace. Toutefois, I'usage de cette trans-
formation devient indispensable dans les cas plus complexes avec des variables couplées, comme
le cas des fluctuations longitudinales.
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8gL(Tat) Ui Ui 2 _
— 5 + VP(r,t) — —3mnV(V.gL(r,t)) — —mnv gr(r,t) =0, (4.2)
de(r,t) e+ P 5 B
o + p— V.gr(r,t) —kV=T(r,t) =0. (4.3)

Il est possible d’éliminer gy, (r, t) entre les équations (4.1) et (4.2), et de se ramener
a deux équations couplées pour la densité de particules et la température.

4.1. Les deux équations couplées pour la densité de particules et la
température

En prenant le gradient de ’équation (4.2), et en tenant compte de 1’équation
(4.1), il vient :

(55 — b=—V?) n(r,t) — — V2P(r,t) = 0, (4.4)

ou 4
b= -1
3mn
est la viscosité cinématique longitudinale. Cette quantité est homogene a un coef-
ficient de diffusion. On peut donc la désigner aussi par Dy, (coefficient de diffusion
longitudinal).

(4.5)

Nous choisirons ici comme variables thermodynamiquement indépendantes la
densité de particules et la température. Il vient alors, apres quelques transforma-
tions,

o o 10P

— — (b= + ———| )V? t)= ——| V2T(r,t). 4.6

[atQ ( (9t + m (9n T) }TL(T‘, ) m 8T (’I‘, ) ( )

Comme précédemment, on considere un milieu infini et on prend la transformée de

Fourier spatiale de I’équation (4.6). On se rameéne alors & un probléeme de conditions
initiales. Il vient :

2 2 2 9p
(= —izba’ + = Dynla 2)+ 5] T(@,2) = (<iz-+be’)n(a.t = 0) +ilg,t = 0)
(4.7)

(On désigne par c¢* = (y/m)(0P/ 8n‘T) le carré de la vitesse adiabatique du son,
étant comme a ’habitude le rapport des chaleurs spécifiques). Il est toujours possi-
ble de choisir n(q,t = 0) = 0 (il suffit pour cela que g(q, t = 0) soit perpendiculaire
a q). L’équation (4.7) s’écrit alors simplement

n

2

2.2 2
P
(=2 —izbe® + = D)n(a,2) + <o Tlg,2) = (—iz+ b?)n(a.t = 0).

(1.8)

I1 faut maintenant considérer I’équation (4.3). Il est possible d’éliminer gy, (7, t)
entre les équations (4.1) et (4.3). Il vient ainsi

e+ P
n

0 2 _
5 le(r,t) — n(r,t)] — kV?*T(r,t) = 0. (4.9)
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La quantité e(r,t) — [(e + P)/n|n(r,t) qui apparait dans I’équation ci-dessus — et
qui joue un role important dans la suite — peut étre interprétée comme une densité
d’énergie thermique. En effet, 2 nombre de particules constant N, on a la relation
thermodynamique

TdS = dE + PdV. (4.10)
Si dN =0, on a de plus
dV  dn
- = — 4.11
\%4 n ( )
Par suite o
dE = d(eV) =Vde + edV = V|de — ﬁdn] (4.12)
Donc, a N constant,
T P
VdS = de — e—; dn. (4.13)

Ceci nous permet d’interpréter e(r,t) — [(e + P)/n|n(r,t) comme une quantité
dont les variations représentent 1" fois les variations de la densité d’entropie, c’est-
a-dire comme une densité d’énergie thermique. En fonction des variables thermo-
dynamiques indépendantes choisies, cette quantité s’écrit

T 98
nlrt)+ 3o nT(r,t). (4.14)

(e +P) _Tos

e(r,t) — - n(r,t) = Von

En reportant cette expression dans ’équation (4.9), il vient :

T 0S| On(r,t) TS| 0I(r,t)

— — kV2T(r,t) = 0. 4.15
Vonl, o tvar| e _VIMY (4.15)
Or, puisque
C, l
dS =N22dT' + N—d 4.1
§=N-ZdT + NdV, (4.16)

ou C, est la chaleur spécifique a volume constant par particule, et [ un coefficient
calorimétrique, on a

T 0S NC,
v oT ) == nC,. (4.17)
L’équation (4.15) s’écrit donc
oT(r,t) 9 T 0S| on(r,t)
' — T (r, =— =0, 4.1
nC: 5 KV T (r,t) + Vonl|, ot 0 (4.18)
soit encore 5 T 10| on(r.1)
o K 9 1105 n(r,t)
[81& nC’UV |T(r,t) + WCoVon|, o 0. (4.19)
Posant K
a= (4.20)
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on obtient, apres quelques transformations,

[% — aV2]T('r, t) +

0
C, on

on(r,t)
r Ot

=0, (4.21)

ou s = S/N désigne l’entropie par particule.

Apres transformation de Fourier spatiale et transformation de Fourier-Laplace
par rapport au temps, il vient

(-iz+ag?)T(q.2) ~iz oo .

Con Tn(q, )= G an| Mt =0)+T(g,t =0). (4.22)

T

Comme la densité et la température sont des variables thermodynamiquement
indépendantes, il n’y a pas de corrélations instantanées entre la température et la
densité. Il n’est donc pas nécessaire, pour calculer le spectre des fluctuations de
densité, d’inclure de terme en T'(q,t = 0) dans l'expression de n(q, z). Autrement
dit, on peut supposer que T'(q,t = 0) = 0. L’équation (4.22) peut ainsi se réduire
a la forme suivante :

(—iz +ag®)T(q,z) — zzl— n(q, z) = C£§ n(q,t =0). (4.23)

4.2. Résolution des équations couplées

Le systeéme linéaire a résoudre est celui formé par les équations couplées (4.8)
et (4.23). On peut I'écrire matriciellement :

2 2 2 9p
—2% — izbg® + cqT T —iz + bg?
v moT n(q, 2)
n = T 83 n(q’t = 0).
y T 9s iz + 2 T(q7 Z) C_%
—fz——— —iz+a v
C, on |y 1 T
(4.24)
Le déterminant de la matrice & inverser est
2q° 20P| T 9
Dét = (—iz + ag®)(—2* — izbg® + %) + zz%a—T nC'_va_Z . (4.25)

On a l'identité thermodynamique, que nous démontrerons dans I’ Appendice 24,

T P -1
__L os) o) a1, (4.26)
mC, On | 0T |, y
Il en résulte que
2 2 —1
Dét =i {(z +iaq*) (2 4 izbg* — ﬁ) — zc2q27—} . (4.27)
v v
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La solution du systéme (4.24) est, en ce qui concerne la densité de particules,
9 ) 2 27— 1

(z + iag”)(z +ibg”) — ¢°c
n(q,z) =in(q,t = 0) 5 v : (4.28)

2 _
(z + 1ag?)(2? + izbg? — &) — z02q27—

4.3. Calcul de n(q,t)

Les processus associés a la régression d’une fluctuation de densité peuvent étre
identifiés en étudiant le caractere des poles de n(q, z). Il s’agit donc de résoudre
I’équation cubique

2 2
—1
(2 4 iaq?)(2* + izbg* — %) — chqQFYT =0, (4.29)

ce que nous allons faire dans la limite des petits vecteurs d’onde.

e Tout d’abord, remarquons que, si la température était découplée de la den-
sité, ce qui se traduirait formellement par v = 1, I’équation a résoudre pour trouver
les zéros du dénominateur serait simplement

(z +iaq®) (2 +izbg* — c*¢*) = 0. (4.30)

A Tordre ¢?, les zéros du dénominateur seraient, dans cette approximation de
découplage,

Z((JO) = _iaq2:
: (4.31)
z§02) = Fcq — %qu.
Le pole z(()o) est dit pole de chaleur, et les poles z§02) sont dits poles de son.

e Cherchons comment sont modifiés ces poles en présence d’un faible couplage.
Le pole de chaleur zy peut étre cherché sous la forme z(()o) + Az. L’équation (4.28)
donne alors

2.2 -1 -1
Az[(zéo) + Az)? +ibq2(z(()0) +Az)— %] = zéo)c2q277 + AchqzﬁyT, (4.32)

soit, au premier ordre en Az,

-1
Az[(zéo))2 + iquZéO) — ¢ = ZéO)CQQQ T ot (4.33)

Dans la limite des petits vecteurs d’onde, Az est d’ordre ¢2, et il vient, & cet ordre,

1
Az =207 "= (4.34)
v
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Le pole de chaleur déplacé est donc

. . —1 ia .
2o = —zaq2 + zaq27— = ——q2 = _ZDth.QQa (4-35)
Y Y
ol Dy, = a/y = k/nC), désigne ici le coefficient de diffusion thermique (C) est
la chaleur spécifique & pression constante par particule). Un calcul analogue peut
etre effectué pour les poles de son z1 2, qu’on cherche sous la forme zg + Az. Dans

la limite des petits vecteurs d’onde, Az est d’ordre ¢?, et il vient, & cet ordre,

T ooy —1

Az =—— 4.36
z 504 5 ( )
Les poles de son déplacés sont donc
. . 1
21,0 = tecq — %qu — %aqzﬁ)/— = +cq — D¢, (4.37)
ol ; .
ay—
r=-+4+-— 4.38
> 35 (4.38)

est le coefficient d’atténuation du son. Notons que les trois poles zp et z; 2 sont
tous situés dans le demi-plan inférieur.

Revenons maintenant  'expression (4.28) de n(q, z). A 'ordre ol nous avons
calculé les poles, nous pouvons considérer que le dénominateur s’écrit comme le
produit (2 + iDyy,.q?)(2 — cq + iT¢?)(z + cq + iT'¢?). En décomposant n(q, z) en
éléments simples et en exprimant les résidus a ’ordre le plus bas en ¢, il vient

n(q, z) v—1 i i ( 1 1

n(q,t:O): 0% z+z’Dth.q2+% z—cq—l—z’Fq2+z+cq+z’Fq2

) . (4.39)

Par transformation de Fourier-Laplace inverse, on peut revenir a n(q, t). On obtient
ainsi, pour t > 0,

~ e T cos eqt, t>0. (4.40)

4.4. Régression des fluctuations de densité. Facteur de structure
dynamique

Le pole de chaleur de n(q,z) est un péle imaginaire : il correspond & une
fluctuation qui régresse sans se propager, son temps de vie étant déterminé par le
coefficient de diffusion thermique Dyy, .
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Les poles de son de n(q, z) possedent une partie réelle, égale & +cq et une
partie imaginaire, liée au coefficient d’atténuation du son : ils correspondent a une
fluctuation qui se propage dans le fluide a la vitesse du son, et qui régresse par suite
des effets de viscosité et de conduction thermique. L’amortissement thermique des
ondes sonores est faible lorsque v ~ 1, comme le montre 1’expression (4.38) de leur
coefficient d’amortissement I'.

Le facteur de structure dynamique S(q,w) est défini par

S(q,w) = /_00 (n(q,t)n(—q,0)) ™! dt. (4.41)

Pour ¢t > 0, n(q,t) est donné par la formule (4.40), d’ott ’on déduit :

_ =1 —pug le_ 7t cos
(n(a, tyn(~q,0)) = (n(q, 0)n(—q,0)) <T O qt) o0
(4.42)
Pour t < 0, on peut écrire
<n(q7 t)’l’b(—q, 0)) = (n(qa O)TL(—(], _t)>7 (443)

ou n(—q, —t) peut s’obtenir a partir de I'expression (4.40) en y changeant g en
—q, et t en —t, soit

(=g, —t) _7—1 pq
n(—q,0) ot

1

+ Fq2t
Y

e 1" coscqt. (4.44)

On a donc :

—1 1
<n(qa t)n(_q7 0)> = <n(qa O)H(—q, 0)> (VT eDth‘qzt + ; quzt COS th) , 1< 0.

(4.45)
Le facteur de structure dynamique est donc donné par
o0 _— 2 1 2 .
S(q,w) = S(q) 2Re {/ (7— e Pmdt 4 — e T cogeqt) €' dt} ,  (4.46)
0 v Y

ou le facteur de structure statique S(q) est défini par S(q) = (n(q,0)n(—q,0)),
soit
7—1 2Dq1.q°

7 w?+ (Din.g?)?
Moo + )
7 (wHeq)? 4+ (Tg?)?  (w—cq)?+ (I'g?)?

S(q,w) = S(q) |

(4.47)

Le spectre des fluctuations de densité consiste donc en trois composantes : la
raie Rayleigh, centrée en w = 0, et les deux raies Brillouin, centrées en w = =+ cq.
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Un spectre typique est représenté sur la Fig. 2. Les deux composantes déplacées
correspondent a des modes qui se propagent, et sont analogues aux phonons acous-
tiques longitudinaux dans un solide, tandis que la raie centrale représente le mode
thermique, qui régresse sans se propager.

L’intensité intégrée totale de la raie Rayleigh est

—1
Ip = VT 21 S(q), (4.48)

et celle de chacune des raies Brillouin est

1
Ip = ﬂ 21 S(q). (4.49)
On a ainsi
Ir+2Ip =21 S(q), (450)

relation qui est un cas particulier de la regle de somme

1
= / S(q,w) dw = S(q). (4.51)
Le rapport
Ir
L 4.52
oz, ~ 71 (4.52)

est appelé rapport de Landau-Placzek.

Fig. 2. Facteur de structure dynamique dans la limite hydrodynamique ; Dy,
est le coefficient de diffusion thermique, I' le coefficient d’atténuation du son
et ¢ la vitesse adiabatique du son.
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Les variations de fréquence sont tres petites par rapport aux fréquences op-
tiques. Il faut donc utiliser des sources monochromatiques, c¢’est-a-dire des lasers.
A partir de la position des raies Brillouin, on peut mesurer la vitesse du son, a
partir de leur largeur, on peut mesurer le coefficient d’atténuation du son, et, a
partir de la largeur du pic central, on peut déterminer le coefficient de diffusion
thermique. Du rapport de Landau-Placzek, on peut déduire le rapport des chaleurs
spécifiques.
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Appendice 24
Démonstration d'une identité thermodynamique

Il s’agit ici de démontrer l'identité thermodynamique (4.26) :

ER
mC, On

P 1
oP) _a-1o (A.24.1)
0T |, ~

qui s’écrit encore
ds| OP
on |, T,
Cp—Cy=-T —p (A.24.2)

on

T
ou

25| op
-T %. (A.24.3)
ov

C,—C,=

T

L’énergie libre étant une fonction d’état, on a la relation de Maxwell

% = 2_1; g (A.24.4)
11 s’agit donc de démontrer que
(57.,)
C,—C,= —% %. (A.24.5)
W T

Sous cette forme, 'identité (4.26) est une identité thermodynamique classique.
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25. Mouvement brownien (1) : modéle de
Langevin

1. Introduction

En 1827, le botaniste R. Brown a découvert au microscope le mouvement
incessant et irrégulier de petites particules de pollen en suspension dans 'eau. Il a
également observé que de petites particules minérales se comportent exactement
de la méme maniere : ceci exclut d’attribuer ce phénomene & une quelconque “force
vitale”. Une particule en suspension dans un fluide est en mouvement brownien
lorsque le rapport entre sa masse et la masse des molécules du fluide est grand
devant 'unité. L’idée selon laquelle le mouvement de la particule brownienne est
une conséquence du mouvement des molécules du fluide s’est répandue dans la
seconde moitié du 19°™¢ siecle.

C’est A. Einstein, qui, en 1905, a donné la premiere explication théorique
claire de ce phénomene, vérifié directement expérimentalement®, ce qui a permis
d’établir les fondements de la théorie atomique de la matiere. Cependant, un peu
avant A. Einstein — et dans un tout autre contexte — L. Bachelier avait déja obtenu
la loi du mouvement brownien dans sa these intitulée “La théorie de la spéculation”
(1900), et le mouvement brownien est couramment utilisé aujourd’hui dans les
modeles de mathématiques financieres. Le mouvement brownien a aussi joué un
role important en mathématiques, puisque, historiquement, c’est pour représenter
la position d’une particule brownienne qu’un processus stochastique a été construit
pour la premiere fois, par N. Wiener, en 1923.

Les phénomenes de fluctuations mis en évidence dans le mouvement brow-
nien sont en fait universellement répandus. Les concepts et les méthodes mis en
ceuvre dans I’étude du mouvement brownien ne sont pas limités a ce cas, mais sont
généraux et applicables a une large classe de phénomenes physiques.

L On peut citer en particulier la mesure du nombre d’Avogadro par J. Perrin en 1910.



Notes de cours 1997-1998 : chapitre 25 303

2. Modéle de Langevin

Le mouvement brownien est donc le mouvement compliqué, de type erra-
tique, effectué par une particule “lourde”? immergée dans un fluide, subissant des
collisions avec les molécules de ce fluide.

Les premieres explications du mouvement brownien furent données, indépen-
damment, par A. Einstein en 1905 et par M. v. Smoluchowski en 1906. Dans ces
premiers modeles, 'inertie de la particule n’était pas prise en compte. Un mode
de raisonnement plus élaboré, tenant compte des effets de 'inertie, a été mis au
point par P. Langevin en 1908.

2.1. Equation de Langevin

Le modele de Langevin est un modele phénoménologique classique, dans lequel
on analyse 'effet du fluide sur la particule brownienne de la fagon suivante. Raison-
nant pour simplifier & une dimension, on repere la position de la particule par une
abscisse x. Deux forces, caractérisant toutes les deux I’effet du fluide, agissent sur la
particule de masse m : une force de frottement visqueux —m-y(dz/dt), caractérisée
par le coefficient de frottement =y, et une force fluctuante F(t), qui représente les
impacts incessants des molécules du fluide sur la particule brownienne. La force
F(t) est supposée indépendante de la vitesse de la particule : c’est pour cette
derniere une force extérieure, appelée force de Langevin.

S’il n’y a pas de force extérieure appliquée dépendant de la position, la par-
ticule brownienne est dite “libre”. C’est ce que nous supposons ici. L’équation du
mouvement pour la position de la particule brownienne libre est donnée par la loi
de Newton,

d’z dx
— =~ 4 F(t 2.1
ou encore
m—(ji: = —m~yv + F(t), v = —(flf (2.2)

L’équation de Langevin — sous 'une ou l'autre des formes (2.1) ou (2.2) — est his-
toriquement le premier exemple d’une équation différentielle stochastique, c’est-
a-dire contenant un terme aléatoire F(t). Comme F'(t), la solution dune telle
équation est une fonction aléatoire du temps, c’est-a-dire un processus stochas-
tique.

Dans le probleme étudié ici, la force de frottement et la force fluctuante
représentent deux conséquences du méme phénomene physique, les collisions de
la particule brownienne avec les molécules du fluide.

2 On entend par “lourde” une particule de masse beaucoup plus grande que celle des molécules

du fluide.
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2.2. Hypotheses sur la force de Langevin

Le fluide (ou bain) est supposé dans un état stationnaire®. En ce qui le con-
cerne, aucun temps ne joue de role particulier. La force fluctuante F'(t) est donc
une fonction aléatoire stationnaire. Par suite, la moyenne? & un temps de F(t) ne
dépend pas du temps et la moyenne a deux temps (F(¢)F(t')) ne dépend que de
la différence de ces deux temps.

On suppose que
(F(t)) = 0. (2.3)

Cette hypothese est nécessaire pour qu’a I’équilibre la valeur moyenne de la vitesse
de la particule soit nulle, comme ce doit étre le cas en ’absence de force extérieure
appliquée.

La fonction d’autocorrélation de la force aléatoire,
g(t) = (F(t)F(t + 7)), (2.4)

est une fonction paire de 7, qui décroit avec || sur un temps caractéristique 7.
(temps de corrélation). On pose :

/000 g(1)dr = Dm?. (2.5)

La signification du coefficient D sera précisée par la suite. Le temps de corrélation
T. de la force de Langevin est de 'ordre du temps de collision avec les molécules du
fluide : c¢’est donc un temps tres court. S’il est beaucoup plus court que les autres
temps caractéristiques du probleme, comme par exemple le temps de relaxation
d’une fluctuation de vitesse, il est possible d’assimiler g(7) & une fonction de Dirac.
On écrit alors :

g(1t) = 2D m?*§(1). (2.6)

Le plus souvent, on suppose, pour fixer les idées, et aussi par commodité de
calcul, que F'(t) est un processus aléatoire stationnaire gaussien, de fonction de
corrélation g(7). Toutes les propriétés statistiques de F'(t) sont alors calculables
a partir de la seule donnée de g(7). Cette hypothése peut se justifier a partir du
théoréme de la limite centrale®, si I'on tient compte du fait que F(t) peut étre
considérée comme résultant de la superposition d’un grand nombre de fonctions
aléatoires de méme loi.

3 Le plus souvent, on considérera que le bain est en équilibre thermodynamique.

4 . . foo .
La moyenne intervenant ici est définie comme une moyenne d’ensemble sur les variables du
bain.

% Voir le chapitre 1.
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3. Réponse et relaxation

L’équation de Langevin est une équation différentielle stochastique linéaire.
Cette linéarité permet, dans le cadre du modele de Langevin, de calculer exacte-
ment les propriétés moyennes de réponse et de relaxation de la particule browni-
enne libre.

3.1. Réponse a une perturbation extérieure

En présence d'une force extérieure appliquée Fexy (), indépendante de la po-
sition, s’ajoutant a la force aléatoire F(t), '’équation du mouvement de la particule
s’écrit

d?z dx
mm = —m’yE + F(t) + Fext.(t)7 (31)
ou encore d
En moyenne, on a :
dv
m( ) = —my() + Fo. (8). (3:3)

Lorsque la force extérieure appliquée est harmonique, Fey. (t) = Re(Fye “?), la
solution de I’équation (3.3) est

(w(1)) = Rel (o) €=, (3.4
(o) = 12 —— (35)

Plus généralement, si Foy (w) et v(w) désignent les transformées de Fourier de
Fext.(t) et de v(t), on a

(v(w)) = A(w) Fexs. (W), (3.6)
ou A(w) est ’admittance complexe, donnée par
1 1
Alw) = i (3.7)

Dans le modele de Langevin, la vitesse de la particule brownienne répond liné-
airement a la force extérieure appliquée. On peut associer a cette réponse un
coefficient de transport : si la particule brownienne est une particule de charge ¢,
soumise a un champ électrique statique FE, elle acquiert une vitesse limite
(v) = ¢E/m~y. Sa mobilité est donc :

PG (3.8)
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3.2. Relaxation d’une fluctuation initiale de vitesse

On suppose qu’a l'instant ¢t = 0, la vitesse de la particule a une valeur bien
définie, autrement dit non aléatoire,

v(t =0) = vp. (3.9)

Il n’y a pas de force extérieure appliquée. La solution de I’équation de Langevin
(2.2) pour cette condition initiale s’écrit

I :
v(t) =vge M+ = / F(t)e "¢ gt (3.10)
m Jo
La vitesse de la particule est une fonction aléatoire du temps, non stationnaire,

dont nous allons calculer la moyenne et la variance en fonction du temps.

Comme en moyenne la force fluctuante est nulle, il vient :

(v(t)) = voe " (3.11)

La vitesse moyenne s’amortit donc, avec le temps de relaxation
Tr =71 (3.12)

Autrement dit, au bout d’'un temps t > T, la fluctuation initiale de vitesse a
régressé, et la particule brownienne se trouve en équilibre avec le bain.

La variance de la vitesse est définie par

a5 (t) = ([v(t) = (w)]*), (3.13)

ay(t) = (v (1)) = (v(t))*. (3.14)

Il vient, en faisant appel & la définition (3.13) de o2(t) et & expression (3.10) de

(), o
]. 7 77
o2t = /0 d /0 Q" (FEYF(E)) e W) et (315

En prenant pour la fonction d’autocorrélation de la force de Langevin ’expression
simplifiée (2.6), on obtient

t
o2(t) =2D / e~ 2=t gy (3.16)
0
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soit

2 _ Q . e—2'yt
o3t =0 ). (3.17)

A Vinstant ¢ = 0, la variance de la vitesse est nulle, et la vitesse est en effet
certaine. Sous l'effet de la force aléatoire, des fluctuations de vitesse apparaissent.
La variance de la vitesse augmente avec le temps. Pour ¢ < Tg, cette croissance
est linéaire :

o2(t) ~2Dt. (3.18)

Il s’agit d’un phénomene de diffusion dans Iespace des vitesses. D est le coefficient
de diffusion dans I'espace des vitesses. Pour t > T, la variance sature a la valeur

D/~.

3.3. Second théoreme de fluctuation-dissipation

L’expression (3.17) de o2(t) montre — en faisant appel & la définition (3.14)
de cette quantité — qu’au bout d’un temps beaucoup plus long que le temps de
relaxation Tg, (v%(t)) tend vers une valeur limite D /v indépendante de la fluctua-
tion initiale de vitesse vg. L’énergie moyenne de la particule, (E(t)) = m(v?(t))/2,
tend vers la limite correspondante mD /2. La particule brownienne est alors en
équilibre avec le bain. Si ce dernier est lui-méme en équilibre thermodynamique a la
température T', I’énergie moyenne de la particule prend sa valeur d’équipartition
(E) = kT /2. Autrement dit, si le bain est en équilibre thermodynamique a la
température 7', on a

m
= . D. :
7= (3.19)

Cette équation relie le coefficient v qui décrit le frottement — c’est-a-dire la dissi-
pation dans le systeme, au coefficient D qui décrit la diffusion dans ’espace des
vitesses — c’est-a-dire les fluctuations. En utilisant la définition (2.5) de D, on peut
réécrire la relation (3.19) sous la forme

y = ﬁ /O TR F @+ 1) dr. (3.20)

On montrera dans la suite que cette relation s’étend au cas ou la fonction d’auto-
corrélation de la force de Langevin n’est pas une fonction de Dirac, pourvu toutefois
que l'on ait 7. < Tg.

L’équation (3.20) relie directement le coefficient de frottement ~ & la fonction
d’autocorrélation de la force de Langevin. Elle est connue sous le nom de second
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théoréme de fluctuation-dissipation®, et traduit le fait que la force de frottement
comme la force fluctuante sont toutes les deux dues aux collisions de la particule
brownienne avec les molécules du fluide.

3.4. Diffusion de la particule brownienne dans ’espace

On suppose de plus qu’a I'instant t = 0 la position de la particule a la valeur
bien définie
En intégrant 'expression (3.10) de la vitesse, on obtient, compte tenu de la con-
dition initiale (3.21),

1 t tl / 1
2(t) = 2 (1—e ") + — / dt’ / F(t")ye "=t g, (3.22)
2 m.Jo 0

La position de la particule est elle aussi une fonction aléatoire du temps, non
stationnaire, dont nous allons calculer la moyenne et la variance en fonction du
temps.

La valeur moyenne de la position évolue de la facon suivante :
(z(t)) = 2 (1 —e M), (3.23)
8

Pour obtenir la variance de la position, o2(t), on peut par exemple calculer
tout d’abord sa dérivée par rapport au temps,

doﬁft(t) = 2([z(t) — x(®)][v(t) — ((®)])- (3.24)
Ona:
d@'#(t) B % /0 dt”/o dt’”e_"’(t”t”/)/o dt' e/ (R F)).  (3.25)

En prenant pour la fonction de corrélation de la force aléatoire I’expression sim-
plifiée (2.6), il vient

x

dt A2

do’Z(t) . @ (1- 6_7t)2- (3.26)

Comme la position initiale de la particule a une valeur bien définie, o2(¢t = 0) = 0,
et, par suite, on a :

2D et —1 et _1

2
t

6 Cette terminologie est due a R. Kubo.
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A partir de sa valeur initiale nulle, la variance de la position croit, d’abord comme
t3 pour t < Tg. Pour t > Tk, elle croit comme 2Dt/42. 1l en est de méme de
(x2(t)). Ce comportement est typique d’un processus de diffusion. Le coefficient
de diffusion correspondant, dit coefficient de diffusion spatial, est

Dy = —. (3.28)

3.5. Equation de Langevin dans la limite visqueuse

La limite diffusive correspond aux premieres théories du mouvement brow-
nien, proposées par A. Einstein en 1905 et M. v. Smoluchowsi en 1906. Dans ces
théories 'on ne s’intéresse qu’a la position de la particule sur une échelle de temps
assez grande, et pas a sa vitesse. On peut obtenir directement ce comportement
de diffusion si I’on néglige le terme d’inertie dans 1’équation du mouvement (2.1).
Celle-ci s’écrit alors sous la forme approchée

dzx
my_ = F(t), (3.29)

dite équation du mouvement brownien dans la limite visqueuse. Cette description
simplifiée du mouvement brownien sur une échelle de temps assez grande corres-
pond bien aux observations de Jean Perrin.

L’équation (3.29) s’integre immédiatement, ce qui donne, avec la condition
initiale (3.21),

2(t) = - / Ry (3.30)

my

En prenant pour la fonction de corrélation de la force aléatoire 'expression (2.6),
on obtient, quel que soit ¢,

D
(@®(t)) =2Dyt, Dy = i (3.31)
Le comportement est diffusif a tout temps.

3.6. Relation d’Einstein

En utilisant les formules (3.8) et (3.28), on obtient une relation entre la mo-
bilité et le coefficient de diffusion spatial :

Ko 9y (3.32)



310 Mouvement brownien : modeéle de Langevin

Compte tenu du second théoreme de fluctuation-dissipation sous sa forme (3.19),
I’équation ci-dessus peut se réécrire

-7, (3.33)

C’est la relation d’Einstein entre la mobilité pu, reliée a la dissipation, et le
coefficient de diffusion spatial D, relié aux fluctuations. C’est une forme du pre-
mier théoréme de fluctuation-dissipation, qui sera établi plus loin de manieére plus
générale.

La relation d’Einstein entre coefficient de diffusion spatial et mobilité s’obtient
aussi de la maniere directe suivante. Dans un systeme fermé de particules chargées
de densité n(z), la densité de courant de conduction est Jeona. = ng(v), et la
densité de courant de diffusion (chargé) est Jag, = —qD %. Lorsqu’un champ
électrique statique et uniforme F est appliqué, choisi de maniere a ce que courant
de conduction et courant de diffusion se compensent, la densité de particules au
point x vérifie

n(z) = n(0) e/ P, (3.34)
Le systeme est alors a I’équilibre. On a donc aussi
n(z) = n(0) e?F*/kT (3.35)

En identifiant les expressions (3.34) et (3.35) de n(z), et compte tenu de la
définition de la mobilité, on obtient la relation d’Einstein (3.33).

4. Fluctuations de vitesse a I'équilibre

On s’intéresse ici a la dynamique des fluctuations de vitesse lorsque la particule
brownienne est en équilibre avec le bain. On suppose, comme précédemment, que
le bain est en équilibre thermodynamique a la température 7. Comme, dans 1’état
d’équilibre, (v(t)) = 0, on a, en posant év(t) = v(t) — (v(t)),

(u(t)bu(t)) = (v(t)v(t')). (4.1)
Les fonctions d’autocorrélation de la vitesse et de la fluctuation de vitesse sont
identiques.

Pour obtenir I’évolution de la vitesse v(t) lorsque la particule brownienne est
a 1’équilibre, on commence par écrire la solution de 1’équation de Langevin pour
une fluctuation initiale de vitesse donnée. Pour une fluctuation initiale vy ayant
lieu & un instant g, la vitesse & I'instant t s’écrit”

t
o(t) = vy et 4 - / F(t)e Dt (4.2)
m to

7 L’équation (4.2) est la généralisation de ’équation (3.10) pour un instant initial t, quel-
conque.
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Si instant initial ¢g est reporté a —oo, la particule brownienne est, a I'instant ¢,
en équilibre avec le bain, et sa vitesse est

1/t ,
ot) = / F(t)e 1t 1) gy, (4.3)

La valeur de la fluctuation initiale de vitesse est alors ‘oubliée” : la vitesse de la
particule brownienne a 1’équilibre est un processus aléatoire stationnaire.

4.1. Fonction de corrélation entre la force de Langevin et la vitesse

A partir de 'équation (4.3), on calcule la fonction de corrélation (v(t)F(t')) :

WO F () = % /_ (P F(t)) e g, (4.4)

Si ’on prend pour fonction d’autocorrélation de la force de Langevin ’expres-
sion simplifiée (2.6), il vient

t
W F()) = 2D m / S(t' — ") e~ 11" gg. (4.5)
d’ou 'on déduit ot
2Dme Yt <t
HF({)) = ’ ’ 4.6
e r) = {2 b<t (46)

La vitesse de la particule brownienne a I'instant ¢ n’est pas corrélée avec la force
de Langevin & un instant ¢ postérieur a t.

En réalité, le temps de corrélation 7. de la force de Langevin n’est pas nul
et le résultat (4.6) n’est correct que pour |t — t'| > 7.. L’existence d’un temps de
corrélation non nul adoucit la singularité de lexpression (4.6) : (v(¢)F(t')) passe
contintiment de 2D m a 0, sur un intervalle de temps de 'ordre de 7.. L’allure a
7. fini de la courbe représentant la fonction de corrélation (v(¢)F(¢')) en fonction
de t/, t étant fixé, est donnée sur la Fig. 1.

Fig. 1. Fonction de corrélation entre la force de Langevin et la vitesse & 7, fini
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4.2. Fonction d’autocorrélation de la vitesse
Supposons pour fixer les idées ¢ > t’. On peut écrire, en utilisant ’expression
(4.3) de v(t),

wt)v(t')) = % /_ (F" () e~ 7= . (4.7)

Si, en premiere approximation, on néglige le temps de corrélation de la force
de Langevin, il vient, en tenant compte de 'expression (4.6) de la fonction de
corrélation entre la force de Langevin et la vitesse,

(v(t)(t)) = %e”(”'), t>t, (4.8)

soit la fonction d’autocorrélation de la vitesse étant paire,

() = 2 et

: (4.9)

La fonction d’autocorrélation (v(¢)v(t')) de la vitesse de la particule brownienne
en équilibre avec le bain décroit exponentiellement lorsque |t — t'| — oo, avec
une constante de temps Tr = v !. Négliger 7. conduit donc & une fonction
d’autocorrélation de la vitesse en “toile de tente”.

Cette singularité s’adoucit cependant lorsque 'on tient compte du fait que
T. est en réalité fini. On peut montrer qu’alors le départ de la fonction d’auto-
corrélation de la vitesse est parabolique (Fig. 2)8.

Fig. 2. Fonction d’autocorrélation de la vitesse & 7, fini

8 Nous établirons plus loin cette propriété (voir la formule (5.19)).
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4.3. Théoreme de régression classique

A la limite 7. — 0, I’évolution pour ¢ > t’ de la valeur moyenne & deux temps
(v(t)v(t')) est donc décrite par 1’équation différentielle

L lo(telt)) = ), 1t (4.10)

Il s’agit de 1’évolution d’une valeur moyenne a ’équilibre. L’équation (4.10) a la
méme forme que ’équation différentielle décrivant I’évolution de la valeur moyenne
hors d’équilibre de la vitesse au cours de la relaxation d’'une fluctuation initiale :

(1) = =1 () (411)

Ce résultat, qui permet de calculer simplement la régression des fluctuations
de vitesse a partir d’un résultat sur la moyenne a un temps, est appelé théoreme
de régression classique. Dans 1’équation (4.10) la moyenne — a 1’équilibre — a le
sens d’'une moyenne d’ensemble portant a la fois sur les variables du bain et sur
celles de la particule en équilibre avec le bain, tandis que dans 1’équation (4.11)
la moyenne — hors d’équilibre — est une moyenne d’ensemble sur les variables du
bain.

4.4. Premier théoréeme de fluctuation-dissipation
D’apres la formule (4.9), on a, & I’équilibre,
(v(t)o(0)) = (v*(0)) e M. (4.12)
Les instants 0 et ¢ sont deux instants ou ’équilibre thermodynamique est réalisé.
Comme, & 1’équilibre thermodynamique, (v?) = kT'/m, on a :

(witp(o) = =

Par transformation de Fourier-Laplace, il vient

e, (4.13)

/0 T o(t)(0)) e dt = %T - _liw — KT Aw). (4.14)
On a donc la relation
Alw) = % /Ooo(v(t)v(O» et dt (4.15)

entre 'admittance complexe A(w), qui décrit la réponse & une perturbation exté-
rieure harmonique, et la fonction d’autocorrélation de la vitesse dans ’état d’équi-
libre. Cette relation importante est connue sous le nom de premier théoréme de
fluctuation-dissipation®. On aurait pu ’obtenir également en appliquant la théorie
de la réponse linéaire au systeme isolé constitué par la particule brownienne couplée
avec le bain.

9 Voir la note 6.
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5. Analyse harmonique du modele de Langevin

L’équation de Langevin du mouvement brownien est une équation différentielle
stochastique linéaire. Une méthode standard pour résoudre ce type d’équation est
I’analyse harmonique, qui s’applique aux processus aléatoires stationnaires. La
force fluctuante F'(t) est, par hypotheése, un tel processus. Il en est de méme de la
vitesse v(t) de la particule, a condition toutefois que celle-ci se trouve en contact
avec le bain depuis un temps suffisamment long pour que toute fluctuation initiale
éventuelle de vitesse ait régressé.

Nous nous proposons de reprendre par cette méthode I’'étude des fluctuations
de vitesse a 1’équilibre. 1l est ainsi possible, plus facilement que par 1’étude tem-
porelle directe, de traiter le cas d’'un temps 7. fini. Nous supposerons dans ce qui
suit que le bain est en équilibre thermodynamique a la température 1.

5.1. Relation entre les densités spectrales de la force fluctuante et
de la vitesse de la particule brownienne

On développe la force aléatoire, périodisée avec une période 7, en série de
Fourier :

F(t) = Z F, e iwnt Wy = —, n=0,+1,+2,.... (5.1)

n=—oo

On développe de méme la vitesse de la particule, périodisée elle aussi avec la
période 7, en série de Fourier :

u(t) = Z v et (5.2)

n=—oo

Clairement, la période 7 choisie doit étre grande devant les temps caractéristiques
d’évolution de la force de Langevin comme de la vitesse, ce qui signifie en pratique
T > Tg.

L’équation de Langevin (2.2) conduit & la relation suivante entre les coeffi-
cients de Fourier de F(t) et de v(t) :

1 1

— —F— F,. .
m 7y — iwn (5:3)

VUn =

A la limite 7 — oo, la fréquence devient une variable continue, et F),, et v,
deviennent des fonctions continues de w, notées respectivement F'(w) et v(w), et
reliées par

F(w). (5.4)
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La densité spectrale Sr(w) de la force aléatoire, définie par!®

Srw) = lim L (F@)P), (5.5)

T—o0 27

et la densité spectrale S, (w) de la vitesse, définie de maniére analogue, sont reliées
par
1 1

m2 72 + w2

Sp(w) = Sp(w). (5.6)
La densité spectrale de la vitesse est donc le produit d’une lorentzienne de largeur
~ par la densité spectrale de la force aléatoire.

D’apres le théoreme de Wiener-Khintchine, densité spectrale et fonction
d’autocorrélation d’un processus aléatoire stationnaire sont transformées de Fourier
I'une de l'autre. La fonction d’autocorrélation g(7) de la force aléatoire étant une
fonction tres “piquée” autour de 7 = 0 et de largeur 7., la densité spectrale corres-

pondante Sr(w) est une fonction treés large, de largeur de I'ordre de 7. L.

5.2. Fonction d’autocorrélation de la vitesse : cas du bruit blanc

Supposons dans un premier temps que la densité spectrale de la force aléatoire
est indépendante de la fréquence :

SF(LU) :SF. (5.7)

Un tel bruit est dit blanc. D’apres le théoreme de Wiener-Khintchine, la fonction
d’autocorrélation de la force aléatoire est dans ce cas une fonction delta :

g(1) = /00 Spe T dw = 21 Sg 6(T). (5.8)

— 00

Le temps de corrélation est nul. Supposer que le bruit est blanc revient a négliger
le temps de corrélation de la force de Langevin. La formule (5.8) est de la forme
(2.6), avec

D m?

Sp = . (5.9)

™

On peut alors, a partir de I"équation (5.6), et en utilisant une nouvelle fois le
théoreme de Wiener-Khintchine, trouver la fonction d’autocorrélation de la vitesse
de la particule brownienne en équilibre avec le bain,

* 1 1 —tw
(v(t)v(0)) = i Sre ™ dw, (5.10)

10" yroir 1e chapitre 2.
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expression d’ou ’on déduit

(v(t)v(0)) = ST ] (5.11)

m2y

Le bain étant supposé en équilibre thermodynamique a la température 7', on a
(v%(0)) = kT /m, ce qui donne

Comme
1 oo
Sp=8p(w=0)= Py / g(T)dr, (5.13)
on déduit de la formule (5.12) la relation
- / o) d (5.14)
V= _Oog T)dr. )

La fonction d’autocorrélation de F(t) étant paire, ce résultat n’est autre que le
second théoreme de fluctuation-dissipation (formules (3.19) et (3.20)).

5.3. Généralisation a un bruit coloré

Le temps de corrélation 7. étant en réalité fini, la densité spectrale de la force
aléatoire n’est pas une constante, mais une fonction tres large, de largeur de I'ordre
de 7. !. Un tel bruit est dit “coloré”.

Prenons par exemple pour Sr(w) une lorentzienne de largeur w, = 7, ! :

w2

Sp(w) = Sr -5 (5.15)

w2 + w?’

Ceci revient a choisir pour fonction d’autocorrélation de la force de Langevin

00 2
g(t) = Sp / Yo emiwT gy — TweSpe el (5.16)

2 2
oowc+w

expression qui peut se justifier a partir de certains modeles microscopiques de
'interaction de la particule brownienne avec le bain. Il en résulte que S, (w) est de

la forme

11 2
Ve (5.17)

. . .
m2 2 4 w? w? +w?

Sp(w) =
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On peut de nouveau utiliser le théoreme de Wiener-Khintchine pour calculer
la fonction d’autocorrélation de la vitesse. On écrit ainsi

* 1 1 wg —iwt
(v(t)v(0)) = . p R Sr R e dw, (5.18)

expression d’ou 'on déduit, apres intégration,

™

wg —v|¢| T —welt|
(v(t)v(0)) = ey Sk e (e ~ o e welth). (5.19)

La fonction d’autocorrélation de la vitesse (formule (5.19)) se comporte de maniere
parabolique pour |t| < 7. (Fig. 2) : la singularité qui apparait lorsque 1’on néglige
T. a effectivement disparu .

Notons enfin que, méme lorsque le bruit n’est pas blanc, le second théoreme
de fluctuation-dissipation s’écrit encore sous la forme (5.14) (ou (3.20)). Comme
le montre la formule (5.19), on a en effet dans ce cas, pour t = 0,

T We

m2y 7 w4y

(5.20)

expression qui se réduit & 7Sr/m?y lorsque v < w. (1. < Tg). Cette quantité
s’identifie donc & (v?(0)) = kT'/m, ce qui démontre la validité des relations (3.20)
(et (5.14)) méme lorsque la fonction d’autocorrélation de la force de Langevin n’est
pas assimilée a une fonction de Dirac, pourvu que 'on ait 7. < Tg.

6. Echelles de temps

Dans le cadre du modele de Langevin, deux constantes de temps interviennent
dans la dynamique de la particule brownienne libre, I'une tres courte, de 'ordre du
temps de corrélation de la force aléatoire (ou temps de collision) 7., 'autre beau-
coup plus longue, égale au temps de relaxation Tr = v~ ! de la vitesse moyenne de
la particule. Pour que les fluctuations de vitesse régressent, c’est-a-dire décroissent
sensiblement, un temps au moins de 'ordre de Ty est nécessaire. La vitesse est
donc considérée comme une variable lente, tandis que la force aléatoire est une
variable rapide.

Cette séparation des échelles de temps,

Te K TR7 (61)

cruciale dans le modele de Langevin, se produit effectivement lorsque la particule
brownienne est beaucoup plus lourde que les molécules du bain.
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26. Mouvement brownien (2) : équation de
Fokker-Planck

1. Processus de Markov

Comme nous ’avons vu au chapitre 2, pour caractériser complétement un
processus stochastique X (t), il est en principe nécessaire de connaitre toutes les
densités de probabilité conjointes p,(z1,t1;x2,to;...;xn,t,). Toutefois, certains
processus stochastiques peuvent étre décrits plus simplement. C’est en particulier
le cas des processus de Markov, qui interviennent dans I'étude du mouvement
brownien.

1.1. Probabilité conditionnelle élémentaire

De maniere générale, chaque probabilité conjointe® p,(x1,t1; T2, t2;. .. Tn, tn)
peut s’exprimer en fonction de pi(z1,t1) et des probabilités conditionnelles
P11 (@2, ta]21, 1), ooy Pijn—1(Tns tnlT1, b 2o, tos o3 2y 1yt 1)
Pr(w1,t1; 20, b5 5 X, tp) =

p1(x1,t1) pipn (w2, ta|we, t1) o prjn—1 (Tn, tn |21, t1s T2, t25 3 21yt ). (1.1)

Par définition, un processus stochastique est un processus de Markov si, pour
des instants quelconques t; <ty < ... < t,, et pour tout n,

Pijn—1(Tnstn|Tr, 1522, 2503 Zn_1,tn—1) = P11 (@0, tn|Zn_1, tn—1). (1.2)

Une fois arrivé en x,,_1 a U'instant ¢,,_;, apres étre passé par xy a ty, x2 a ta, ...,
Tp_1 & t,_1, un processus de Markov évolue ensuite d’une maniere qui ne dépend
que de x,_1. Autrement dit, I’évolution d’un processus markovien a partir d’un
instant donné ne dépend que de ’état du processus a cet instant et non de son
histoire antérieure.

La quantité centrale pour la description d’un processus de Markov est donc
la probabilité conditionnelle py);(z',t|z,t), c’est-a-dire la probabilité pour que le

1 Les densités de probabilité sont appelées ici simplement probabilités par commodité.
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processus prenne la valeur 2’ & linstant ¢/, compte tenu de ce que sa valeur a
I'instant ¢ était z. Pour un processus de Markov, I’équation (1.1) s’écrit en effet :

Pr(T1,t15 22, b5, tn) = pr(@a, t)pyyi (T2, t2|we, t1) - o 1y (Tt | T 15t 1)

(1.3)
Toutes les probabilités conjointes sont donc déterminées si I’on connait la proba-
bilité p; et la probabilité conditionnelle py|q, dite probabilité conditionnelle élémen-
taire ou probabilité de transition.

Si le processus de Markov considéré est stationnaire, la probabilité p; ne
dépend pas du temps. On peut alors considérer qu’elle représente la distribution
d’équilibre que I’on atteint au bout d’un temps 7 suffisamment long, quel que soit
I’état o d’ot1 'on parte. Dans ce cas, on a

pi(z) = Tli_)n;op1|1(a:,7'|:1:0). (1.4)

Le processus de Markov est alors entierement défini par la donnée de la probabilité
de transition.

1.2. Equation de Chapman-Kolmogorov

On a, de maniere générale, I'identité
P11 (T3, t3]T1,t1) = /p1|1($2,t2|-’E1,tl)p1|2($3,t3|$1,t1;$2,t2)d902- (1.5)

Pour un processus de Markov, compte tenu de I’équation (1.2), cette identité s’écrit
simplement

pii(z3, t3|wy, 1) = /p1|1(332,t2|l‘1,t1)p1|1($3,t3|372,t2)dﬂ?Q- (1.6)

Cette équation, qui exprime une contrainte & laquelle doit satisfaire la probabilité
de transition d’un processus de Markov, est connue sous le nom d’équation de
Chapman-Kolmogorov. Elle est appelée parfois aussi — dans le contexte du mou-
vement brownien — équation de Smoluchowski. C’est une équation fonctionnelle
non linéaire relativement complexe, qui possede beaucoup de solutions.

1.3. Etablissement d’une équation d’évolution & partir de ’équation
de Chapman-Kolmogorov

Supposons qu’a l'instant initial, noté ¢y, on possede sur le systéme une certaine
information, caractérisée par une fonction de distribution f(xg,tp). Si & l'instant
to, le systéme n’est pas a ’équilibre, f(zg,%o) n’est pas la distribution d’équilibre.
On a, a l'instant t,

fla,t) = / puj1 (. thzo, to) f (o, to) do, (17)
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et, de meéme, a l'instant ¢ + At,
Fla,t+ Af) = /pll(x, t+ Atlzo,to) f(zo, o) dao. (1.8)

On cherche a relier directement f(z,t+ At) et f(x,t), sans passer par l'inter-
médiaire de la distribution initiale. Comme le processus est un processus de Markov,
la probabilité de transition p;|; vérifie I’équation de Chapman-Kolmogorov (1.6),
soit

p1j1(w,t + At|zg, to) = /p1|1($',t|$0,t0)P1|1($7t+ Atla',t) da'. (1.9)

En reportant cette relation dans l'expression (1.8) de f(x,t + At), on obtient

Fot+ Ab) = //p1|1(a:',t|a:0,to)p1|1(x,t+At|:1:',t)f(x0,t0)da:' dze,  (1.10)

soit, en utilisant 1’équation (1.7),

(ﬂmt+Aﬂ:i/fwﬂwpmﬁut+AﬂfJMMC (1.11)

Il est ainsi possible, dans le cas d'un processus de Markov, de relier directement
f(z, t + At) et f(z,t), sans faire intervenir la distribution initiale.

Si le processus aléatoire X(t) est stationnaire, la probabilité de transition
p1j1(z, t+ At|z’, t) ne dépend pas séparément de ¢ + At et de ¢, mais seulement de
la différence de ces deux temps, et l'on peut réécrire ’équation d’évolution (1.11)
sous la forme

flat+ 80) = [ '.0) (e, Atla') d' (1.12)

2. La vitesse de la particule brownienne comme processus de
Markov

Revenons au modele de Langevin du mouvement brownien, afin de déterminer
I’évolution au cours du temps de la fonction de distribution des vitesses de la
particule brownienne libre.

Par définition, cette quantité, notée f(v,t), est la densité de probabilité pour
qu’a 'instant ¢ la vitesse de la particule soit comprise entre v et v+ dv. La fonction
de distribution des vitesses donne acces, a chaque instant ¢, & des quantités telles
que la vitesse moyenne de la particule ou la variance de la vitesse, ainsi qu’a des
moments de la vitesse d’ordre plus élevé. Une des questions que ’on peut se poser
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est de déterminer la fonction de distribution des vitesses a l'instant ¢, la vitesse
initiale de la particule a 'instant ¢ = 0 étant connue — donc non aléatoire — et
valant par exemple vg, autrement dit, pour une distribution initiale

f(vo,t =0)=6(v—1). (2.1)

La vitesse de la particule brownienne obéit a I’équation de Langevin, rappelée
ci-dessous :
dv
m— = —m~yv + F(t). (2.2)
dt
Dans le cas ou la fonction d’autocorrélation de la force aléatoire est une fonction
de Dirac, la force aléatoire F'(t) n’a aucune “mémoire” des instants antérieurs
at ((F(t)v(t)) =0sit>t). Alors, comme I'équation différentielle (2.2) est du
premier ordre, I’évolution de la vitesse a partir de I'instant ¢ ne dépend que de
la valeur de la vitesse a cet instant, et non de sa valeur aux instants antérieurs.
La vitesse v(t) de la particule brownienne est donc, dans ce cas, un processus de
Markov. Cette propriété reste encore approximativement vraie lorsque 1’on prend
en compte le temps de corrélation fini 7. de la force aléatoire, pourvu toutefois que
celui-ci soit beaucoup plus petit que le temps caractéristique y~! des fluctuations
moyennes de vitesse, autrement dit pourvu que 'on ait séparation stricte des
échelles de temps 7. et Tp = v L.

La fonction de distribution des vitesses f(v,t) obéit alors, pour un intervalle
de temps At > 7., a "équation (1.12), réécrite ci-dessous avec les notations ap-
propriées :

f(v,t+At):/f(v’,t)p1|1(v,At|v’) . (2.3)

Il est possible, sous certaines conditions, de déduire de ’équation (2.3) pour
f(v,t) une équation aux dérivées partielles, I’équation de Fokker-Planck, plus sim-
ple & manipuler que I’équation (2.3). C’est 'objet du développement de Kramers-
Moyal.

3. Développement de Kramers-Moyal

Le mouvement de la particule brownienne est en fait le résultat de ’agitation
continue des molécules du bain. Les chocs de ces molécules modifient un peu la
vitesse de la particule brownienne, mais, celle-ci ayant une masse beaucoup plus
grande que celle de ces dernieres, les transferts de quantité de mouvement restent
faibles par rapport a la quantité de mouvement de la particule.

Il est intéressant de tenir compte dans la probabilité de transition p;; (v, At|v")
du fait que les variations w = v — v’ restent petites par rapport & v. On peut
bien str considérer que la probabilité de transition p;j; (v, At|v’) est une fonction
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P11 (w,v —w, At) de la variation de vitesse w, et de la vitesse initiale v = v — w.
On réécrit alors I’équation d’évolution (2.3) sous la forme

f(v,t+At):/f(v—w,t)p1|1(w,v—w,At)dw, (3.1)

ot pyj1(w,v — w, At) représente la distribution conditionnelle de la variation de
vitesse w, la vitesse v/ = v — w étant fixée.

3.1. Probabilité de transition p,;(w,v, At)

Pour simplifier I’écriture, nous notons dans ce paragraphe v (et non v’) le se-
cond argument, supposé¢ fixé, de la probabilité conditionnelle p;;. Pour
At < ~y71, la probabilité de transition pij;(w,v, At) se déduit de équation de
Langevin intégrée sur un intervalle de temps At,

t+AL
w = —yvAt + — F(t")dt'. (3.2)
mJi

Quelle que soit la distribution de la force aléatoire F'(t), la probabilité de
transition p;|;(w, v, At) est une fonction gaussienne de w pour At > 7.. Cette
propriété vient du fait que, pendant le temps At, la particule subit un grand
nombre de chocs de la part des molécules du bain, et que le théoreme de la limite
centrale est applicable.

e Le premier moment de w,
(w) = [wpi(w.v, At du, (3.9

est la variation moyenne? de la vitesse pendant le temps At. La force de Langevin
étant nulle en moyenne, il vient, d’apres I’équation de Langevin intégrée (3.2),

(w) ~ —yvAt. (3.4)

Le premier moment de w est proportionnel & At.

e Le second moment de w,

(w?) = /w2p1|1(w,v,At) dw, (3.5)

peut s’obtenir en élevant au carré les deux membres de 1’équation de Langevin
intégrée (3.2), et en prenant la moyenne de 1’équation obtenue. On a :

9 t+At 1 t+At t+ At
w? = v (AL)? — = yuAt / F(t")dt' + — / dt’ / dt" F(t"F(t").
m t m= Ji t
(3.6)

La moyenne définie ici est équivalente & la moyenne d’ensemble sur les variables du bain.
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La fonction d’autocorrélation de la force aléatoire, (F(t')F(t")) = g(t' — t"),
décroit sur un temps de 'ordre de 7.. Pour At > 7., on peut prendre I’expression
approchée g(7) = 2D m2§(7). On obtient alors, au premier ordre en At,

(w?) ~ 2DAL. (3.7)

Ainsi, pour 7, < At < 47!, la probabilité de transition P11 (w, v, At) est ap-
proximativement une gaussienne, caractérisée par ses deux premiers moments (w)
et (w?), dont les expressions au premier ordre en At sont données par les formules
(3.4) et (3.7). De maniére générale, tous les moments (w™) = [ w™ py|1(w, v, At) dw
de la probabilité de transition contiennent egalement une contrlbutlon du premier
ordre en At, qu’on peut noter M, At.

3.2. Le développement

Le produit f(v—w,t)pij1(w,v—w, At) peut étre développé en série de Taylor?
de w :

o0 n n

F(0 = w, Opp (w,0 —w, Aty = 3 (_nl!) w" ;}n 0, pip(w, v, AL (3.8)

En reportant ce développement dans ’équation d’évolution (3.1), on obtient

Flot+ At) = Z / ;}nn[f(v,t)p1|1(w,v,At)]dw, (3.9)
n=0

soit

f(v,t+ At) :Z n‘ 5o (W™ f(v,t)], T.< Aty !

(3.10)

Ce développement, connu sous le nom de développement de Kramers-Moyal, a été
établi par H.A. Kramers en 1940 et J.E. Moyal en 1949.

Comme tous les moments (w™) possedent une contribution M,, At du premier
ordre en At, I’équation (3.10) donne, en ne conservant que les termes d’ordre At,

Fo,t+ At) — i = (M, f] At. (3.11)

3 1a dépendance de pyj; par rapport & son premier argument w est maintenue telle quelle.
Il n’est pas possible de développer par rapport & cet argument puisque p;|; varie rapidement
avec w.
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En faisant alors formellement tendre At vers zéro dans I’équation (3.11), on montre
que la fonction de distribution des vitesses f(v,t) vérifie I’équation aux dérivées
partielles :

Z nl! o Mnf] (3.12)

Conservant alors seulement les deux premiers termes du développement du second
membre, on écrit :

af 0 1(92

o__2 v (3.13)

L’équation (3.13) pour la fonction de distribution des vitesses est I’équation de
Fokker-Planck.

3.3. Validité de I’équation de Fokker-Planck

Le rapport entre deux termes successifs du développement de Kramers-Moyal
est d’ordre w. /v, oll w, représente la variation typique de vitesse sur un temps 7.
et v une valeur typique de la vitesse. On a

kT
w? ~ 2D 1, V2~ (3.14)
m

ou D est le coefficient de diffusion dans ’espace des vitesses.

En utilisant le second théoréme de fluctuation-dissipation*, v = mD/kT, on

obtient
2

w; m
— ~ D, T, 3.15
v? cxr =T (3.15)
Les moments d’ordre successif décroissent comme des puissances de y7,.. L’équation
de Fokker-Planck est donc valable dans la limite y7. < 1, c’est-a-dire dans la limite
d’une séparation stricte des échelles de temps (7. < Tg). Elle a le méme domaine
de validité que ’équation de Langevin.

Par ailleurs, lorsque la force de Langevin elle-méme est gaussienne, I’équation
de Fokker-Planck est exacte. Dans ce cas, les moments d’ordre supérieur a deux
du transfert de vitesse sont d’ordre supérieur ou égal & (At)? et il n’existe en effet
que deux termes non nuls dans le développement de Kramers-Moyal.

Enfin, notons que, de maniere générale, les moments M,, peuvent dépendre
de v.

4 Voir le chapitre 25.
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4. Résolution de I'équation de Fokker-Planck

4.1. I’équation de Fokker-Planck comme équation de conservation
dans ’espace des vitesses

D’apres I’équation de Langevin pour la particule brownienne libre, on a
M1 = —0, MQ =2D. (41)

L’équation de Fokker-Planck pour la fonction de distribution des vitesses de la
particule brownienne libre s’écrit donc

df(v,t) 0 02

= = %[vvf(v,t)] + W[Df(v,t)]. (4.2)

Elle a la forme d’une équation de continuité,

of 21 _

o T = 0, (4.3)
avec o7
J=—f - D%. (4.4)

L’évolution de la fonction de distribution des vitesses solution de 1’équation
de Fokker-Planck est ainsi décrite par I'image hydrodynamique d’un écoulement
continu dans l’espace des vitesses. Le courant correspondant est la somme d’un
courant de convection et d’un courant de diffusion.

4.2. Solution stationnaire

En régime stationnaire, df /0t = 0, donc 0.J/9v = 0. Le courant J est donc
indépendant de v. On integre alors 1’équation (4.4) en appliquant par exemple la
méthode de variation de la constante. La seule solution non divergente est obtenue

en faisant J =0 : )

f(v) = Cste. exp(—%). (4.5)

Autrement dit, & une dimension, un état stationnaire est un état & courant nul.
Cette propriété disparait en dimension supérieure, ou il existe des états station-
naires a courant non nul.

La solution stationnaire (4.5) de I’équation de Fokker-Planck est donc la distri-
bution maxwellienne. Si le bain est en équilibre thermodynamique a la température
T, la solution stationnaire doit correspondre a la fonction de distribution des
vitesses de Maxwell a la température 7. On retrouve alors le second théoreme
de fluctuation-dissipation, v = mD/kT.
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4.3. Résolution

On recherche la solution fondamentale de 1’équation de Fokker-Planck. Par
définition c’est la solution qui, pour t = 0, est égale a 6(v — vy).

On définit la transformée de Fourier par rapport a v de la solution fondamen-
tale :

f&t) = /_OO f(v,t) e dv. (4.6)

N

A l'instant initial, on a .
f(&t=10) = e, (4.7)

L’équation de Fokker-Planck (4.2) devient, apres transformation de Fourier, I'équa-
tion aux dérivées partielles du premier ordre

af(&t) | LOfE&t)
S HIET e = —DESE. (4.8)

On peut montrer que la solution générale de I’équation (4.8) est de la forme

F&,t) = ¥lee™] exp(——2), (4.9)

ol ¢ est une fonction arbitraire, que I’on va choisir de manierer a ce que la condition
initiale (4.7) soit vérifiée :

. D &2
P(€) = e exp(;%). (4.10)
Il vient donec :
F(.1) = explite T*vy) exp [—%%u —e). (4.11)

La solution fondamentale de I’équation de Fokker-Planck s’obtient a partir de
f(&,t) par transformation de Fourier inverse. On a :

1 y 1 v (v —vpe t)?
100 = [ B e o [ ap e | | a2

Lorsque t — oo, on a

fv,t) — \/% \/g exp [—%02] : (4.13)
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Siv/D = m/kT, c’est-a-dire si le bain est en équilibre thermodynamique a la
température 7', on retrouve ainsi la distribution de Maxwell-Boltzmann. La par-
ticule est thermalisée.

N

A chaque instant ¢, la distribution (4.12) est une distribution gaussienne, avec
une moyenne

(v(t)) =vge " (4.14)

et une variance

(t) = —(1—e 7). (4.15)

Dans les formules (4.14) et (4.15), les moyennes sont calculées a I'aide de la dis-
tribution f(v,t) (par exemple, (v(t)) = [*°_v f(v,t) dv). Elles sont équivalentes &
des moyennes d’ensemble sur les variables du bain. Les résultats (4.14) et (4.15)
pour les valeurs moyennes sont en accord avec les résultats déduits de 1’équation
de Langevin en moyennant sur les variables du bain.

5. Modele de Langevin généralisé

5.1. Equation de Langevin retardée

Dans le modele de Langevin, la fonction de réponse de la vitesse est®

1

Yoo (t) = 0(t) — . (5.1)

La transformée de Fourier-Laplace de Y, (t) est ’admittance complexe® A(w) =
1/[m(y — iw)]. Une fonction de réponse telle que x,z(t) donnée par la formule
(5.1) est peu physique : en effet, le frottement ne peut s’établir instantanément.
Il faut pour cela un temps au moins égal au temps de collision 7.. Physiquement,
des effets de retard sont donc nécessairement présents.

Il est possible de tenir compte de tels effets en remplacant ’équation différen-
tielle de Langevin par une équation intégro-différentielle de la forme

m% —m / (t =)ot d + F(L), (5.2)

appelée équation de Langevin retardée ou généralisée. Dans cette équation, la
quantité ~y(t), nulle pour ¢ < 0, est un noyau mémoire, fonction décroissante du
temps, de largeur de 'ordre de 7., et d’intégrale fooo ~(t) dt = 7.

5 La force extérieure appliquée se couple a la position de la particule.

6 Voir le chapitre 25.
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Le terme m | foo y(t—t")v(t') dt’ est un terme de frottement retardé. La borne
inférieure de l’'intégrale, prise ici égale a —oo, correspond a l'instant auquel la
particule brownienne a été mise en contact avec le bain.

Dans ce contexte, ou 'on veut tenir compte du caractere retardé du frotte-
ment, il est cohérent de tenir compte également du temps de corrélation non nul
de la force aléatoire. On suppose donc que la fonction d’autocorrélation g(r) =
(F(t)F(t+ 7)) décroit elle aussi sur un temps fini de ’ordre de 7.. En outre, on ne
fait plus, contrairement au cas du modele de Langevin non retardé”, I’hypothese
YT <K 1.

5.2. Admittance complexe

La force aléatoire est nulle en moyenne. En présence d’une force extérieure
appliquée Fey (t) indépendante de la position, I’équation de Langevin généralisée
s’écrit
dv ! / / /
m—=—m [ (=)o) dl’ + F(t) + Fext.(t). (5.3)
dt e
Lorsque la force extérieure appliquée est harmonique, Fiy. (t) = Re(Fye~?), la
solution de I’équation (5.3) est

(v(t)) = Re((vo) e ™), (5.4)

avec

o 1
m y(w) —iw’

(vo) = (5.5)

Dans I’équation (5.5), v(w) désigne la transformée de Fourier-Laplace du noyau
mémoire :

y(w) = /000 y(t) et dt. (5.6)

Plus généralement, si Fey (w) et v(w) désignent les transformées de Fourier de
Fext (t) et de v(t), on a
(v(w)) = A(w) Fexs. (w), (5.7)

ou I’admittance complexe A(w) du modele de Langevin généralisé est donnée par

Aw) = — —— . (5.8)

7 Ce dernier modéle est appelé également modeéle de Langevin simple, ou sans mémoire.
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5.3. Analyse harmonique : lien entre le noyau mémoire et la fonction
d’autocorrélation de la force de Langevin

L’analyse harmonique est également applicable a 1’équation de Langevin
retardée, puisque celle-ci reste linéaire. L’instant initial ayant été repoussé a —oo,
la vitesse de la particule brownienne est un processus aléatoire stationnaire. La
force aléatoire ainsi que la vitesse de la particule sont développables en série de
Fourier. Les densités spectrales Sp(w) et S, (w) de la force aléatoire et de la vitesse
de la particule sont reliées par ’équation

1 1

m2 |7 (w) — iw]?

Sp(w) = Sp(w). (5.9)

Ici encore, on peut montrer que ’admittance complexe est donnée par la
formule

Aw) = % /0 oo(v(t)v(O)> et dt, (5.10)

comme dans le modele de Langevin non retardé. C’est le premier théoreme de
fluctuation-dissipation. Pour démontrer ce résultat, il faut, soit disposer d’un
modele microscopique d’interaction de la particule avec le bain conduisant a des
expressions analytiques explicites du noyau mémoire et de la fonction d’auto-
corrélation de la force aléatoire, soit appliquer la théorie de la réponse linéaire
au systeme isolé constitué par la particule brownienne couplée avec le bain.

On déduit de I"équation (5.10) :
/OO _2KT e y(w)

(v(t)v(0)) ™t dt = 2kT Re A(w) = m (@) — i (5.11)

— 00

Par suite, d’apres le théoreme de Wiener-Khintchine, on a

1 kT
Sy(w) = — — e ylw) , (5.12)
T m |y(w) —iw|?
équation d’ott 'on déduit, en utilisant la relation (5.9),
Re(w) = — 7 S5 (w) (513)
ey(w) = — = T SF(w). .

La condition (5.13) représente, pour ce modele, le second théoreme de fluctuation-
dissipation. C’est la généralisation de la formule (5.12) du chapitre 25.

I1 résulte de la relation (5.13), d’apres le théoréeme de Wiener-Khintchine, que

g(1) = mET ~(|7|). (5.14)
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La donnée du noyau mémoire spécifie donc compléetement la fonction d’auto-
corrélation de la force de Langevin. Il y a un lien étroit entre le temps de corrélation
de la force de Langevin et le retard dans le frottement.

5.4. Un modele analytique simple

Il peut étre utile de disposer d’expressions analytiques explicites pour le noyau
mémoire et la fonction d’autocorrélation de la force aléatoire. On peut prendre par
exemple un noyau mémoire décroissant exponentiellement :

Y(t) = ywe O(t) e “et. (5.15)
La fonction d’autocorrélation de la force aléatoire est alors
g(1) = mEkTyw, e I, (5.16)

Des expressions de ce type peuvent se justifier dans le cadre de certains modeles
microscopiques d’interaction de la particule avec le bain. Dans la limite w. — o0,
on retrouve, comme il se doit, la limite de I’équation de Langevin non retardée,
avec une force aléatoire corrélée en fonction delta, c’est-a-dire un bruit blanc.

On déduit de la formule (5.15) que
M) =7 —+ (5.17)

et

" —. (5.18)
—_— — W

We — 1w
Les poles de A(w) donnent les temps caractéristiques de la relaxation d’une fluctua-
tion initiale de vitesse. Ces temps sont intermédiaires entre 7. = w; !t et T = v~ 1.
Comme on ne fait plus I’hypothese y7. < 1, il n’y a plus séparation nette des
échelles de temps entre la vitesse et la force aléatoire comme dans le modele de
Langevin non retardé.

6. Quelques remarques sur les processus de Markov

Le mouvement brownien d’une particule libre, tel qu’il est décrit par le modele
de Langevin non retardé, fait intervenir la notion de processus de Markov. On
distingue clairement une variable lente, la vitesse de la particule brownienne, et
une variable rapide, la force aléatoire. La vitesse de la particule brownienne peut
étre considérée comme un processus de Markov, et, corrélativement, la fonction
de distribution des vitesses obéit a une équation de Fokker-Planck. Le modele de
Langevin non retardé est bien adapté au cas du mouvement brownien stricto sensu,
ou la masse de la particule est beaucoup plus grande que celle des molécules du
fluide environnant.
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Dans le modele de Langevin généralisé, contrairement au modele de Langevin
non retardé, on ne fait pas I’hypothese y7. < 1 : il n’y a pas séparation stricte des
échelles de temps. Clairement alors, la vitesse v(t) de la particule ne peut plus étre
considérée comme un processus de Markov : I’évolution de la vitesse a partir de
I'instant ¢ dépend de la vitesse aux instants antérieurs a ¢, comme le montre bien
I’équation du mouvement retardée (5.2). On ne peut pas dans ce cas écrire une
équation de Fokker-Planck pour la fonction de distribution des vitesses f(v,t).

Le mouvement brownien d’une particule libre occupe une place tres parti-
culiere, en raison de I’absence de potentiel. Méme si ’on conserve I'’hypothese de
séparation des échelles de temps (y7. < 1), le mouvement brownien d’une particule
dans un potentiel dépendant de la position ne peut étre décrit par un processus de
Markov a une dimension, c¢’est-a-dire correspondant a un seul processus aléatoire
qui serait la vitesse de la particule. Considérons a titre d’exemple le mouvement
brownien d’une particule dans un potentiel harmonique, décrit par I’équation

d*x dx

mW—km’yE + mwiz = F(t), (6.1)
ou F'(t) est la force de Langevin. L’équation (6.1) est une équation différentielle du
second ordre pour la fonction z(t). Ni la position x(t), ni la vitesse v(t) = dz(t)/dt
ne sont des processus de Markov. En revanche, le processus a deux dimensions
{z(t),v(t)} est, lui, markovien. On peut en effet le décrire par un ensemble de
deux équations différentielles du premier ordre :

dr(t) ;
Cgv(t)_ " (6.2)
7 + myv(t) + mwiz(t) = F(t).

La fonction de distribution conjointe f(z,v,t) obéit a une équation de Fokker-
Planck.

De maniere générale, lorsqu’un processus n’est pas un processus de Markov,
on peut le considérer comme une sorte de “projection” d’un processus de Markov
plus compliqué — c’est-a-dire a un nombre plus grand de dimensions, en intro-
duisant dans la description des variables supplémentaires appropriées. Clairement,
cette procédure n’aura un intérét pratique que si ces autres variables sont en nom-
bre réduit. Dans le premier exemple ci-dessus (modele de Langevin généralisé), il
faudrait prendre en compte tous les degrés de liberté des molécules du bain pour
avoir une description markovienne! En revanche, dans le second exemple (mou-
vement brownien d’un oscillateur harmonique), il suffit de considérer les deux
variables x(t) et v(t) pour se ramener & un processus de Markov & deux dimen-
sions. Ceci permet une résolution simple de ce probleme, en particulier dans le cas
ol la force de Langevin est gaussienne.
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